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1. INTRODUCCiÓN

El objetivo fundamental de este capítulo es mostrar los aspectos básIcos del mo­
delo de regresión lineal y su aplicación en la mvestigación de marketing. Para ello
se empieza con una mtroducción en la que se recoge el concepto y los objetivos de
esta técmca. Postenormente se desarrolla el modelo lineal de regresión y, por últi­
mo' se presenta un ejemplo en el que se aplican los conceptos teóncos.

La regresión es una herramIenta fundamental en el análisIs de datos. tanto por
su utilidad en sí nusma como por servIr de referente para otras técmcas. En térmI­
nos generales. la metodología econométrica tradiCIOnal se realiza a través de las si­
gmentes fases:

1. PlanteamIento de la teoría económIca que se desea analizar y de sus hIpó-
tesIs.

2. Especificación del modelo econométnco apoyándose en la teoría.

3. Búsqueda y depuración de los datos.

4. Estimación de los parámetros del modelo.

5. Contraste de las hIpóteSIs del modelo.
6. Explotación del modelo: predicción y utilización del modelo para fines de

control o de política.

El térmmo de regresión fue introducido por Francis Galton (1886) y corrobora­
da su ley por Karl Pearson (1903). En térrmnos generales se puede deCIr que el aná­
liSIS de regresión trata del estudio de la dependencia de una vanable a explicar con
respecto a una o más vanables explicativas.

Los objetivos que se pretenden conseguir con este análiSIS son varios:

l. Detenninar la estructura o forma de la relación, es deCIr, la ecuación mate­
mática que relacIOna las variables mdependientes con la dependiente.
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2. Verificar hIpótesIs deducidas de la teoría analizada.

3. Predecir los valores de la variable dependiente y realizar simulacIOnes.

La vanable dependiente puede expresarse con diversos términos: vanable explicada,
predicha, regresada y respuesta y la terminología empleada para la vanable indepen­
diente es como vanable explicatIva, predictor, regresor, vanable de control estímulo.

Matemáticamente la relación entre la variable explicada y las variables explica­
tIvas se puede expresar como:

Y=f(X)

La letra Y representa la variable dependiente y las X (XI' X2, ••• , Xk) representan
las variables explicatIvas. Si el número de variables independientes es una nos en­
contramos ante un modelo de regresión SImple: SI son más de una se trata de un
modelo de regresión múltIple.

Tipos de datos

Los datos que se utilizan en la aplicacIón de esta técnica pueden ser: series de
tIempo, datos de corte transversal e información combinada.

Las series de tIempo son un conjunto de observacIOnes sobre los valores que
toma una variable en diferentes momentos de tIempo. Tal información debe ser re­
cogida en intervalos regulares, que pueden ser en forma diaria, mensual, trimestral,
anual, etc. La información puede ser de carácter cuantItatIvo o cualitativo.

Los datos de corte transversal se refieren a observacIOnes de un conjunto de UnI­
dades o entes (unidades familiares, empresas, reglOnes, etc.). Este tIpo de datos se
conocen también como datos espaCIales. El problema que presentan estas senes es
el de la heterogeneidad. Cuando incluImos unidades heterogéneas en un análisis es­
tadístICO, el efecto de tamaño o escala debe ser tenido en cuenta.

En la información combinada los datos agrupados tienen elementos de senes de
tIempo y de corte transversal reunidos. Hay un tipo espeCIal de datos agrupados, la
información de panel o longItudinal, también llamada información mlcropanel, en la
cual la ffilsma unIdad de corte transversal es encuestada a través del tIempo.

2. EL MODELO DE REGRESiÓN LINEAL

2.1. Introducción al modelo de regresión simple

En el modelo de regresIón lineal simple o modelo lineal simple (MLS), en el
que figura una únIca varIable explicatIva, el comportamIento de la variable Y se pue­
de explicar a través de una variable X, que representamos mediante:

Y=f(X)
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Considerando que la relación f, que liga Y con X, es lineal se puede escribIr de
la siguiente forma:

donde

Y¡: VarIable dependiente.

Xi: VarIable independiente.

/3,: Ordenada en el origen o térmIno independiente.

/32: Pendiente de la recta.

Este tIpo de relacIOnes raramente son exactas, más bien son aproxImacIOnes en
las que se han ormtido muchas varIables de Importancia secundaria, lo que nos obli­
ga a InclUIr un térmIno de perturbación aleatoria, quedando la relación como sIgue:

donde

U¡: TérmIno de perturbación aleatona.

2.2. Estimación de los coeficientes del modelo
de regresión lineal simple

El pnnclpal problema consIste en estImar, a partIr de las observacIOnes dispom­
bIes. los valores de los parámetros /31 y /32' En pnmer lugar. se realiza una aproxI­
mación IntUItiva utilizando la representación gráfica de las observaciones (X¡, Y¡, con
! = 1, 2.... , n). De tal forma que SI la relación lineal de dependencia entre X e Y fue­
ra exacta. las observaciones se sItuarían a lo largo de una recta (figura 6.1). Toman­
do U i el valor Opara todo í. y las estImacIOnes más adecuadas de /3, y /32' de hecho
los verdaderos valores, serían. respectIvamente, la ordenada en el origen y la pen­
diente de dicha recta.

En el caso de que la dependenCIa entre X e Y sea estocástIca, en general las ob­
servacIOnes no se alinearán a lo largo de una recta. SInO que formarán una nube de
puntos, tal y como se muestra en la figura 6.2. Si deSIgnamos mediante fJl y fJ2 las
estImacIOnes de /31 y 132, respectIvamente, la recta vendrá dada por:

Y¡ = fJI + fJ2X¡

Nuestro problema es hallar unos estImadores fJI y fJ2 tales que la recta se ajuste
lo mejor posible a los puntos (Xi' YJ A la diferencIa entre el valor observado de la
variable dependiente y su valor ajustado o estImado se le denormna error o residuo:
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Existen diversos crIterios para el ajuste de la recta, sIendo el más utilizado el
criterio de los mínimos cuadrados, según el cual la mejor recta es aquella que haga
mímmo la suma de los cuadrados de los residuos:

MinLe~
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Este criteno, al tomar los cuadrados de los residuos, evIta la compensación de
éstos; Slll embargo, con este cnteno estamos penalizando proporcionalmente más
los residuos grandes frente a los pequeños (SI un residuo es el doble que otro, su
cuadrado será cuatro veces mayor).

Puesto que el MLS es un caso particular del modelo de regresión múltIple, el
resto de las fases se desarrollan en el sigUIente epígrafe.

3. EL MODELO DE REGRESiÓN MÚLTIPLE

El modelo de regresión general o modelo lineal general (MLG) se suele expre­
sar, para la observación i-ésima, de la SIguiente forma:

para i = 1, ... , n; donde Yes la variable explicada, XZ' X3 , ••• , Xk son las vanables ex­
plicatIvas, u¡ es el ténmno de perturbación aleatona, f3¡, /32' ..., /3k son los parámetros
o coefiCIentes del modelo y n es el número de observacIOnes en la muestra que debe
ser supenor a k. El objetivo fundamental de dicho modelo es explicar lo mejor po­
sible el comportamIento de la vanable explicada Y a partir de las variables explica­
tIvas X.

Existen diferentes razones para lllcluir en la expresión antenor el ténmno de per­
turbación, pero la razón fundamental es que en muy escasas ocasIOnes! se puede es­
tablecer la relación exacta o detenmmsta por la cual la variable dependiente vIene
puntualmente explicada por las vanables explicatIvas. Si se supone que el modelo
está bIen especificado y no hay errores de medida, entonces la perturbación recogerá
aquellas vanables explicatIvas que de manera individual se consideran lITelevantes,
pero que en conjunto afectan al comportarmento de la variable dependiente.

En ténmnos matricIales el MLG se expresa:

Y=X/3+ U

donde Y es el vector que contIene las n observacIOnes de la vanable explicada, X es
una matnz n X k que contIene en la primera columna n unos2 y en las k - 1 colum­
nas restantes están las observacIOnes de las variables explicatIvas, /3 es un vector
con k parámetros constantes y u es el vector con n perturbaciones aleatonas.

Hipótesis básIcas:

1. Se supone que la forma funCIOnal que liga la vanable explicada con las va­
riables explicatIvas es de tIpo lineal al menos en los parámetros.

I Mientras que en las CIenCiaS físicas es más frecuente la relación exacta entre las variables del mo­
delo, en las CIencias sociales, y en particular en las económIcas, esto es más limitado.

2 Si el modelo especificado no contiene ténnino constante dicha columna de unos no aparecerá.
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2. Las vanables explicatívas son fijas en el muestreo o al menos serán inde­
pendientes de las perturbacIOnes. Además, los datos muestrales de las vana­
bIes explicativas deben ser linealmente independientes, es deCIr, que no hay
multicolinealidad exacta.

3. Las perturbacIOnes aleatonas se supone que son nonnales con:

a) E(u,) =O; V t.

b) Var (u,) = cr; Vi.

e) Cov (u¡, u) =O; Vi*" j.

Las hIpóteSIs b y e Implican, respectIvamente, que la varianza de las perturba­
CIOnes es constante (homoscedastlcidad) y la ausencIa de autocorrelación entre las
perturbaciones.

Cada una de estas hipótesIs puede ser más o menos restnctíva, es deCIr, se cum­
plirá más o menos en la práctica dependiendo del fenómeno económIco analizado.
Así, por ejemplo, la hIpótesis de linealidad no es demaSIado restrictiva, ya que en la
práctica este tIpo de relación entre las variables se suele dar con frecuencia, aun
cuando SI se plantean modelos no lineales éstos lo suelen ser en las vanables y, por
tanto, fácilmente linealizables.

Para que los resultados obtenidos a partIr del modelo estimado sean adecua­
damente mterpretados dependerá de que se cumplan las prinCIpales hIpóteSIs báSI­
cas del modelo. En pnnclplO, supondremos que se cumplen dichas hIpóteSIs y
expondremos e mterpretaremos las expresiones que se obtIenen bajo el cumplimIen­
to de dichas hIpóteSIs y, postetIOnnente, se tratarán las más frecuentemente analiza­
das en la Econometría clásica: multicolinealidad, heteroscedastIcidad y autocorre­
lación.

3.1. Estimación

Una vez especificado el modelo, la fase sIgUIente consIste en estImar los pará­
metros de dicho modelo, que lógIcamente serán desconOCIdos. De los diferentes
procedimientos de estImación los más avalados son el de mímmos cuadrados y el de
máxima verosllnilitud. Cuando se cumplen las hIpóteSIs antenores el método de mí­
mmos cuadrados se conoce como mínimos cuadrados ordinarIOS (MCO) y consiste
en mimmlZar la suma de los cuadrados de los residuos, los cuales VIenen dados por
la diferencIa entre el verdadero valor de la vanable explicada y su estImacIón.

El estimador mímmo cuadrátrico ordinarIO (EMCO) tIene la fonna:

donde fJ es un vector columna que contIene las estímacIOnes MCO de los k pará­
metros del modelo. Este estImador posee una serie de propIedades estadístIcas de­
seables. Así, dicho estImador es:
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1. Insesgado o de sesgo nulo, es decIr, la diferencIa entre el verdadero valor
del parámetro y el valor esperado de dicho estimador es cero: f3 - E(f;) = O.

2. VarIanza mínIma. El EMCO cumple el teorema de Gauss-Markov ya que di­
cho estimador tiene vananza mínIma dentro de la familia de los estimadores
lineales e Insesgados, por lo que dicho estimador se dice que es un estima­
dor lineal. Insesgado y óptimo (ELIO).

3. Consistente, ya que a medida que el tamaño de la muestra Incrementa Infi­
nitamente dicho estimador converge hacia el verdadero valor del parámetro.

El modelo estimado se expresa:

donde e, son los residuos mínimo cuadráticos y los {jj son las estimacIOnes MCO de
los k parámetros del modelo.

Puesto que tenemos k coefiCIentes estimados en el modelo, las vananzas y co­
vananzas de éstos se expresan mediante una matnz cuadrada que contiene en su
diagonal princIpal las VarIanzas y a ambos lados de dicha diagonal están las cova­
nanzas:

en la práctica, puesto que (]"2, desvIación típIca del error, es desconocida, se estima
mediante el estImador Insesgado:

<J2 = I, e~
n-k

luego la varIanza estimada de un {ji vIene dada por:

donde ajj es el elemento j-ésimo de la diagonal pnnclpal de la matriz (X'Xt'.

3,2. Interpretación de los coeficientes estimados

Los coeficientes o parámetros del modelo lineal representan la derivada parcial
de Y respecto de cada una de las varIables explicativas. Por tanto, las estimaciones
de dichos coeficientes se pueden Interpretar como la VarIación esperada o promedio
que se produce en Y (en las unidades en las que venga dada dicha variable) cuando
Incrementa en una unidad la vanable explicativa correspondiente. supOnIendo que el
resto de varIables explicativas pennanecen constantes.
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3.3. Intervalos de confianza y prueba de hipótesis

El EMCO nos proporcIOna una estimación puntual del valor desconocido de los
parámetros. Esta estimación podrá vanar con la muestra de datos usados, aunque si
se tomaran diferentes muestras se esperaría que la media de dichas estimacIOnes
fuera Igual al verdadero valor de dichos parámetros. Por ello se suele obtener, ade­
más de la estimación puntual de los parámetros, la estImacIón por mtervalos. Este
tipo de estImación nos proporcIOnará un mtervalo dentro del cual se encontrará el
verdadero valor del parámetro dado un nivel de confianza o de probabilidad 1 - a,
donde a es el mvel de significación. Dicho mtervalo se obtIene a partIr de las esti­
macIOnes de los parámetros, las cuales, como se ha mdicado, varIarán con la mues­
tra usada. Por tanto, SI se construyeran mfimtos mtervalos, en un 1 - a de éstos es­
tará el verdadero valor del parámetro. En la práctIca el intervalo de estImación para
un parámetro ~ vIene dado por:

donde tn _ k CYi2 es el valor de las tablas de la t-Student para n-k grados de libertad y
un mvel de significación a12.

Otro aspecto práctIco Importante que nos proporcIOna el modelo de regresión es
la posibilidad de plantear y resolver hIpótesis estadísticas relatIvas a los parámetros.
En general, para verificar hipóteSIs relativas a un solo parámetro se usa el estadís­
tIco:

el cual sIgue una distribución t-Student con n-k grados de libertad.
Así, cuando se estima un modelo lo primero será plantearse SI alguna de las va­

riables JS mcluidas en el modelo no es SIgnificatIva. Esto se traduce en plantear la
siguiente hIpótesis:

Ho: f3j = Ü

H¡. f3j ",ü

en cuyo caso el estadístico queda de la siguiente forma:
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Comparando el valor de dicho estadístico, que se obtiene a partir de los datos
muestrales, con el valor de las tablas de la t-Student, SI aquél en. térnnnos absolutos
es mayor que el de las tablas se rechazará la Ho, es decir, dicha VarIable .es signifi­
cativa, y en caso contrarIO la VarIable se considera no significativa.

Otra hipótesis que se suele plantear es SI el modelo es significativo en su con­
Junto, esto es, si de manera conjunta el modelo explica o no las variaCIOnes de la
variable dependiente. En este caso la hipótesIs nula es: Ho; /32 =/33 =... =/3k =O,
frente a la hipótesis alternativa H¡; de que la hipótesIs nula no se cumple. El esta­
dístico para verificar dicha hipótesIs es:

F = SCE/(k~ 1)
SCR/(n - k)

donde SCE es la suma de cuadrados de la explicada respecto de la media, es decir,
SCE = L(Y, - y? y SCR es la suma de cuadrados de residuos, o sea, SCR = Le~. Este
estadístIco sigue una distribución F con k - I Y n-k grados de libertad en el
numerador y denommador respectivamente. Este tipo de prueba, en el modelo
de regresión, se conoce como análiSIS de la varianza o tabla ANOVA. Cuando el
modelo de regresión tiene térmmo constante se cumple la sigUIente expresión:
SCT = SCE + SCR, donde SCT = L(Y; - y?

Como se verá más adelante, en las salidas de ordenador de los paquetes estadís­
ticos, además de las estimacIOnes y valores de los estadísticos anterIores se suele
añadir el valor a o nivel de significación, vaJor que nos mdica el mvel de significa­
ción mínimo para rechazar la hipótesis nula.

3.4. Bondad del ajuste

Una medida de la bondad del ajuste del modelo estlmado es el coefiCiente de
deterrmnación R2, que permIte evaluar en qué medida el modelo estimado se ajusta
a los datos muestraJes disponibles. El coefiCiente de detennmación se define como
el cociente entre la SCE y SCT, es decIr, nos mide la proporción de las variaciones
de la VarIable dependiente que vIenen explicadas por el modelo.

R2 = SCE = I _ SCR
SCT SCT

Si el modelo tiene ténnino mdependiente los valores de este coefiCiente están
entre O y 1, de tal fonna que a medida que se aproxima a I el ajuste será mejor,
siendo perfecto SI es Igual a 1, en cuyo caso la SCR sería O. Usualmente, este coe­
fiCIente se multiplica por 100, indicando entonces el porcentaje de las VarIaCIOnes de
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y explicadas por el modelo ajustado. La mterpretación adecuada de este coeficiente
depende de que el modelo esté bien especificado.

Un inconvemente de este coeficiente es que a medida que se mcluyen en el mo­
delo más vanables su valor mcrementará o al menos no disminUirá, tendiendo a se­
leccionar aquellos modelos con mayor número de vanables explicativas. Para com­
parar modelos con la misma vanable explicada y distmto número de vanables
explicativas no es aconsejable usar el R2

; en su lugar sería más aconsejable utilizar
el coefiCiente de determmación ajustado:

lP =1- SCR/(n - k)
SCT/(n -1)

este coefiCiente, para k > 1, es menor que el R2 y además puede tomar valores ne­
gativos, quedando su rango de valores fuera del mtervalo (O, 1).

3.5. Importancia relativa de las variables explicativas

Cuando se está interesado en medir la importancia relativa de las vanables ex­
plicat�vas que aparecen en el modelo se pueden usar diferentes mstrumentos. Dicha
importancia o grado de mf1uencia de las variables explicativas puede ser analizada
baja diferentes enfoques.

Coeficientes beta

Los coeficientes estimados del modelo no suelen ser buenos mdicadores de la
ImportanCia relativa de cada variable explicativa, a no ser que todas las variables del
modelo vengan dadas en las mismas unidades de medida. En estadística cuando se
desea comparar variables que vienen en distintas unidades de medida previamente
se suele tipificar dichas variables restándole la media antmétlca y dividiendo por la
desviación típica; pues bien, los coefiCientes beta son los coefiCientes del modelo de
regresión, pero previamente tipificadas las variables:

Los coeficientes beta están relacIOnados con los coefiCientes del modelo original
mediante la expresión:

13~ = f3
S

xl
. J J S

y

Lógicamente al sustitUir f3¡ por su estimación obtendremos la estimación del
coefiCiente beta correspondiente, y dichos coefiCientes nos permitirán ordenar en re-

[

I

I
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lación a la importancIa relativa de cada vanable explicatiVa del modelo. En este
caso la importancia Viene medida en ténninos de unidades de desviación típíca que
cada vanable explica.

Coeficientes de correlación parcial

Otra fonna de ordenar en cuanto a importancia es usar los coeficientes de co­
rrelación parcial de la vanable dependiente respecto de cada vanable mdependiente,
que miden la proporción de las vanaciones de Y que Vienen explicadas por dicha va­
nable mdependiente y que no explica el resto de variables independientes del mo­
delo. Así, supuesto un modelo con dos vanables mdependientes X2, X3 , el coefi­
Ciente de correlación parcial r2•3 nos mediría el grado de asociación lineal entre la
variable dependiente y la variable X2, dejando fuera la mfluencia común que pudie­
ra tener X3 sobre la varIable dependiente y sobre X2. En este caso la importancIa
vendría medida por el grado de asocIación que cada variable mdependiente tiene so­
bre la variable dependiente que no posee el resto de variables mdependientes.

Elasticidades

En economía suele ser frecuente medir la sensibilidad de una variable respecto
de otra, para lo cual se usa la elasticidad. Puesto que los coeficientes del MLG re­
presentan las denvadas parciales de cada vanable mdependiente respecto de la
dependiente, se podrá obtener fácilmente la elasticidad de cada vanable mdepen­
diente respecto de la dependiente temendo en cuenta la propia definición de la elas­
ticidad:

ay x. X.
EY :;:;: --__11

:;:;: f3 -"
X] aX

j
y, y,

Sustituyendo /3 por su estimación se podrá obtener la elasticidad en el punto
i-ésimo; usualmente se obtendrá la elasticidad media reemplazando Xji e Y, por sus
medias correspondientes. Estas elasticidades se pueden usar también para llevar a
cabo una ordenación en las vanables explicativas, ya que aquéllas no se ven afecta­
das por las unidades de medida. En este caso la importancIa Viene medida en tér­
mmos de sensibilidad de la varIable dependiente a las variaciOnes de las vanables
mdependientes. Las elasticidades también se pueden obtener estimando un modelo
doblemente logarítmico linealizado:

In Y, = In f31 + /32 In X2i + ... + /3k In Xki + u,

en cuyo caso las estimaciOnes de los {Ji nos darán directamente las elastlcidades de
Y respecto de cada una de las vanables Xi'

Posiblemente la ordenación dada por cualquiera de los tres apartados antenores
será parecida, mdicando de esta fonna la importancia relativa de cada variable in­
dependiente dentro del modelo.
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3.6. Predicción

La últIma fase suele ser la explotación del modelo, y dentro de dicha fase lo fre­
cuente es usar el modelo para hacer prediCCIOnes. Para realizar las predicciones se
requiere conocer los valores que toman las vanables mdependientes para el momen­
to, si los datos son temporales, en el cual se desea predecIr el valor que tomará la
variable dependiente. La predicción podrá ser puntual o por intervalos. Se demues­
tra que el predictor lineal msesgado y ópHmo (PLIO) es el que se obtiene susHtu­
yendo en la expresión del MLG los parámetros por el EMCO:

donde Yo es la predicción puntual para el momento O, dada por los valores de las
VarIables independientes X20, X30, ... , XkQ'

La expresión para realizar la predicción por intervalos es:

donde X~ = 1, X20, X30, ... , XkQ, es un vector que contIene los valores de las vanables
mdependientes para los cuales se desea realizar la predicción.

3.7. Variables ficticias

Es bastante frecuente en el análiSIS de marketmg la necesidad de tratar con va­
nables de tipo cualitatIVO, variables como el sexo, el estado civil, la región donde se
encuentran ubicadas las empresas, etc. La mclusión de este tipo de variables en un
modelo de regresión se realiza mediante la Inclusión de VarIables fictIcias. Este tIpo
de vanables se denomman también bmanas o dicotóll1lcas, ya que se caractenzan
porque pueden tomar dos valores: 1 o Odependiendo de que el mdividuo observado
presente o no tal o cual característica. Las varIables cualitaHvas pueden presentar
dos o más categorías; así el sexo tiene dos categorías posibles pero el estado CIvil
puede tener más de dos. Una regla fundamental a la hora de inclUIr las vanables
cualitatIvas en el modelo de regresión consIste en mclUlr m - 1 vanable ficHcla,
donde m es el número de categorías que puede presentar la VarIable cualitaHva. Si
se mcumple esta regla se mcurre en la denommada trampa de las VarIables fictIcIas,
lo que provocará que el modelo de regresión presente multicolinealidad perfecta y,
por tanto, no será posible su esHmación mediante MCO.

En el modelo de regresión se pueden mclUlr VarIables explicatIvas ficHclas sola­
mente o Junto con vanables de Hpo cuantitativo. El primer caso se conoce como
modelos de análisis de la vananza (ADV). La mclusión de las VarIables ficHcias
puede ser aditiva, mulHplicatIva o ll1lxta, de fonna que afecte al ténnmo constante,
a la pendiente o a ambos. Para entender esto vamos a suponer que deseamos anali-
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zar las ventas de un detenmnado producto (Y,) de una empresa que posee diferentes
sucursales que están repartidas en dos comunidades autónomas: Andalucía y Cata­
luña; y suponemos que las ventas, además de estar en función del precIO (X,), de-
penden de la comunidad en la que se encuentre la sucursal. .

ImcIalmente podemos plantear un modelo aditIvo de la forma:

donde

D, = {o SI la sucursal est~ local~zada en Andal~cía.
. 1 SI la sucursal esta locahzada en Cataluna.

Suponiendo que se cumplen las hipótesIs básicas del modelo de regresión, el va­
lor esperado de las ventas de una sucursal que esté ubIcada en una u otra comum­
dad autónoma y para un precIO X, sería para este caso:

- Sucursal localizada en Andalucía: E(Y/D, =O, X) =/3, + /3-¿X,

- Sucursal localizada en Cataluña: E(Y/D, = 1, X,) = (/31 + /33) + /32X,

La diferencIa entre una y otra viene dada por f33' que afecta al término indepen­
diente y que se recoge gráficamente en la figura 6.3.a. Por tanto, SI se desea con­
trastar la eXIstencIa de un comportamiento diferencIal en las ventas de las sucursa­
les debido a la localización sólo se debería aplicar el test de la t-Student verificando
la hIpótesIs nula Ha: /33 =O, de forma que SI se acepta la Ha no habría diferencIa sig­
nificaüva en las ventas de las sucursales por razón de su localización.

Otra altemaüva sería especificar el modelo de forma mulüplicaüva:

En este caso, el valor esperado sería:

Sucursal localizada en Andalucía: E(Y/D, =O, X,) =/31+ /32X¡

Sucursal localizada en Cataluña: E(Y/D, =1, X,) =/31 + (/32 + f33)X¡

Al Igual que antes, la diferenCIa entre una y otra VIene dada por f33' pero en este
caso afecta a la pendiente, lo que se representa gráficamente en la figura 6.3.b. Igual
que antes, se podría plantear el contraste de la t-Student para analizar SI eXIste o no
un comportarrnento diferencIal en las ventas de unas sucursales respecto de otras.

Por últlmo, el modelo se podría especificar de forma nnxta:

De esta forma, el valor esperado de las ventas sería:

- Sucursal localizada en Andalucía: E(Y/D, =O, X,) = f31 + /3-¿X,

Sucursal localizada en Cataluña: E(Y/D, =1, X,) =(/31 + f33) + (/32 + f34)X,
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Ahora la diferencIa está tanto en la ordenada (/33) como en la pendiente (/34) (fi­
gura 6.3.c). Para contrastar el comportamIento diferenCIal en las ventas se haría me­
diante el estadístIco F, verificando la hipótesIs nula Ho' /33 ={34 =O; SI se acepta di­
cha hIpótesis no habría diferencIa significatIva en las ventas entre sucursales debido
a su localización. Si se rechaza dicha hipótesIs se podría hacer el test Individual me­
diante la t-Student para {33 y /34' lo que pernutIría saber SI la diferenCIa se debe a la
ordenada o a la pendiente.

a)

Y,
/11 + /1J

/11

4. MULTICOLlNEALlDAD

x,

Y,

b)

Figura 6.3.

Y,

/11
/11 + /1J

e)
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4.1. Concepto y consecuencias

La multIcolinealidad es un problema de los datos y se produce cuando hay algún
tipo de relación lineal entre las vanables explicativas del modelo. Una de las hIpóte­
sis básIcas del MLG es que entre las vanables explicatIvas no puede darse una rela­
ción lineal exacta, ya que en otro caso la matnz (XX) sería singular y, por tanto, no
se puede Invertir, lo que provocaría la Imposibilidad de obtener los EMCO. En el
caso anterior se diría que hay multlColinealidad exacta y sus consecuenCIas son la In­
determinación del EMCO y sus varianzas serían infimtas. Pero en la práctica en ra­
ras ocasiones se presentará la multicolinealidad exacta y, por el contrano, sí que se
presenta con frecuencIa la multIcolinealidad Inexacta o imperfecta, en cuyo caso lo
que se da es una relación lineal no exacta entre las vanables explicatIvas. Depen­
diendo del grado de multIcolinealidad las consecuenCIas sobre los resultados e Inter­
pretación de éstos serán más o menos graves. Desde el punto de vIsta teónco el
EMCO, baja presencIa de multIcolinealidad, segUIrá cumpliendo las propiedades es­
tadístIcas deseables ELlO. Sin embargo, desde el punto de vIsta práctico se demues­
tra que a medida que el grado de multicolinealidad Incrementa, la varianza de los
EMCO también Incrementa, temendo como consecuenCIa que el estadístIco t de un
coeficiente o más tenderá a ser estadístIcamente no SIgnificatIvo. Otras consecuenCIas
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son que los EMCO y sus vananzas se vuelven muy sensibles a vanaciones en los da­
tos muestrales, y también las covarianzas de dichos estimadores se hacen grandes.
Por ello, en presencIa de multlcolinealidad grave los tests estadístIcos sobre la slgm­
ficación Individual de los coeficIentes nos pueden llevar a conclUSIOnes erróneas, por
lo que será convemente detectar la posible presencIa de multicolinealidad grave.

4.2. Detección

Una consecuencIa práctica de la presencIa de multicolinealidad grave es que al­
gunos o todos los coeficientes del modelo sean no sIgnificativos de manera IndivI­
dual y, por el contrario, al verificar la sIgnificación global el modelo resulte sIgnifi­
cativo, o consecuentemente que el modelo tenga un coeficIente de determInación
alto. Esta consecuenCIa, que resulta paradójica, se suele usar como un método para
sospechar la posible presencia de multlcolinealidad grave.

Otro método consiste en obtener los coefiCIentes de correlación SImple entre las
vanables explicativas, de tal forma que nos permita aprecIar la posible presencIa de
correlación lineal tomadas dos a dos las variables, y así valores de estos coefiCIen­
tes supenores a 0,75 o 0,80 nos Indicarían la presencIa de colinealidad alta. Este
procedirmento es una condición suficIente, pero no necesaria, ya que podrían ser ba­
JOs estos coefiCIentes y, sin embargo, presentar multIcolinealidad grave, ya que en
lugar de colinealidad por parejas podría existIr entre grupos.

Realizar las regresiones auxiliares es otra forma para detectar la presencia de
multIcolinealidad grave. Estas regreSIOnes consIsten en regresar cada variable expli­
catIva con el resto de vanables explicatIvas del modelo ongInal. El coefiCIente de
determInación de cada regresión auxiliar se denota por RJ y se conoce como coefi­
cIente de correlación múltiple; SI el valor de dicho coeficiente es igual o supenor a
0,75 se suele considerar la presencIa de multicolinealidad grave. A partIr de este
coefiCIente se han propuesto otros como el factor de agrandamIento de la varianza
(FAV) o la toleranCIa (TOL). Así:

l
FAV =-~

J 1- R~
J

cuyo valor ideal, ausenCIa de multlcolinealidad de la vanable x) con el resto, es 1 y
valores superiores a 4 nos Indicarán presencia de multIcolinealidad grave.

Mientras que la tolerancia se define como: TOL) = (1 - RJ), de manera que valo­
res próxImos a 1 Indican ausencIa de multIcolinealidad y próxImos a O Indicarían
multIcolinealidad muy grave.

Por últImo, otro procedimIento consIste en obtener el número de condición que
se define como:
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donde Amax Y Armn son, respectIvamente, las raíces característIcas mayor y menor de
la matriz (XX) normalizada. Se suele considerar la presencIa de multIcolinealidad
grave cuando el número de condición está por enCIma de 20 o 25.

4.3. Soluciones

Como se ha mdicado, la multIcolinealidad es un problema de los datos, y entre
las opcIOnes para remediar las consecuenCIas negativas que provoca la presencIa de
multIcolinealidad grave está la de elimmar aquellas vanables más colineales con el
resto, solución fácil, pero amesgada, ya que eXIste la posibilidad de mcurrir eu un
error de especificación. Dependiendo de la mformación disponible se aplican dife­
rentes métodos: búsqueda de mformación a pnon sobre la relación entre los paráme­
tros; SI se dispone, usar la combmación de datos de corte transversal y temporales e
Igualmente, SI se puede, aumentar el tamaño de la muestra, aunque eXIsten otros pro­
cedimIentos mecámcos como la regresión alomada, la regresIón con componentes
pnncipales o simplemente realizar algún tipo de transformación en las vanables.

5. HETEROSCEDASTICIDAD
5.1. Concepto y consecuencias

Uno de los supuestos relatIvos al comportanuento de las perturbaCIOnes es que
éstas se consideran homoscedástIcas, esto es, que tIenen vananza constante. Esta hI­
pótesIs no sIempre se cumplirá y así habrá fenómenos econÓmICOS en los cuales la
varianza de dichas perturbaCIOnes no será constante, en cuyo caso se dice que son
heteroscedástIcas:

E(u~) = (J'~ para i = 1, 'O', n

Un ejemplo clásIco en el que se espera este comportanuento es en el estudio del
comportamiento del gasto de cualquier tIpo de bien de lUJO en función de los mgre­
sos. Así, familias con rentas bajas tendrán un comportanuento smúlar y, por tanto,
con vananza pequeña, mientras que entre las familias con rentas altas habrá mayor
dispersión dependiendo de los gustos.

Si las perturbaCIOnes son heteroscedásticas entonces el EMCO, aunque segUIrá
sIendo lineal e msesgado, dejará de ser eficiente. Por tanto, en la práctica, si se apli­
ca el EMCO en un modelo en el que eXIste heteroscedasticidad, las pruebas o tests
que se realicen podrán llevar a conclUSIOnes erróneas.

5.2. Detección

Puesto que la presencia de heteroscedasticidad puede mvalidar los resultados de
los tests realizados al aplicar MCO, se debe aplicar algún procedimiento para deter-
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minar la posible presencIa de heteroscedasticldad. Igual que para el problema de
la multicolinealidad eXIsten diferentes procedimIentos para detectarla y ninguno es
considerado de manera general como perfecto. Por tanto, se verán sólo algunos
de los procedimIentos que frecuentemente son aplicados.

Método gráfico

Puesto que el problema de la heteroscedasticidad depende de las perturbaciones
y éstas son desconocidas, lo que se hace es observar los residuos. Así se represen­
tarán en unos ejes de coordenadas los residuos MCO al cuadrado en función de los
valores estimados de la varJable dependiente. Si dicho gráfico presenta algún patrón
sIstemático, como, por ejemplo, el de la figura 6.4.b, entonces se sospechará la pre­
sencIa de heteroscedasticidad, nuentras que si se observa un comportamiento alea­
tono (figura 6A.a), se podrá pensar en la presencia de homoscedasticidad.

Pero además de este gráfico también es conveniente realizar el gráfico de los re­
siduos al cuadrado respecto de cada una de las vanables explicativas. Este tipo de
gráfico nos ayudará a identificar si alguna de las variables explicatIvas es la causan­
te de la presencia de heteroscedastJcidad.

o o o
o o o

e'

o o o o

a)

Prueba de Park

Figura 6.4.

b)

Esta prueba se desarrolla en dos fases:

1. Especificar un modelo de regresión de los residuos MCO al cuadrado res­
pecto de la varIable explicativa que suponemos está provocando la- heteros­
cedastlcldad. Para especificar el modelo y seleccionar la varJable que se su­
pone puede provocar la heteroscedasticidad nos apoyaremos en los gráficos
antenores.

2. Posteriormente verificaremos la sIgnificación estadística del coefiCIente del
modelo así planteado, usando el test de la t-Student. Si no es sIgnificativa
supondremos que dicha vanable no provoca heteroscedasticidad.
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El inconveniente fundamental de esta prueba radica en que las perturbaCIOnes de
este último modelo puede que no satisfagan los supuestos básicos y, en consecuen­
CIa, la prueba de sIgnificación no resulte válida.

Prueba de Goldfeld-Quandt

Es tal vez la más frecuentemente usada, y se realiza en las SIguientes fases:

1. Ordenar las observaCIOnes de manera crecIente respecto de la vanable que
se supone provoca la heteroscedasticidad.

2. OmitIr e datos centrales, donde e es un valor arbltrano que podría ser, por
ejemplo, un 20 o 25% de los datos, dejando de esta fonna dos grupos de
datos de Igual tamaño (n - c)/2.

3. Ajustar la regresión MeO por separado de los (n - c)/2 pnmeros y segundos
datos, obtemendo en cada regresión anterior la SCR, y la SCRz.

4. Se verifica la hipótesIs nula Ha: homoscedasticidad usando el estadístico:

SCR2
F = SCR, - F(n-c-2kl/Z.(n-c2k)12

Si el valor del estadístico es mayor que el valor de las tablas se rechaza la hI­
pótesIs de hOmoscedastIcidad y, en caso contrano, no se puede rechazar. Esta prue­
ba tiene los mconvenientes de que se elija adecuadamente el valor de e, y también
de que la heteroscedastícidad dependa de una sola variable explicatIva.

Prueba de White

Es una prueba robusta que no depende de los supuestos de nonnalidad de las
perturbaCIOnes m de la ordenación en las variables. Esta prueba se realiza en tres
pasos:

1. Se obtIenen los residuos al cuadrado del modelo ongmal.

2. Se lleva a cabo una regresión auxiliar entre dichos residuos al cuadrado, un
término mdependiente y todas las vanables explicatIvas, sus cuadrados y
productos cruzados del modelo ongmal, obteniéndose el R2 de dicha regre­
sión auxiliar.

3. Se verifica la hIpóteSIs nula Ha: Homoscedastlcidad usando el estadístIco:

donde n es el número de observaciones y m el número de variables explica­
tivas en la regresión auxiliar sm contar el ténmno mdependiente. Si nR2 es
mayor que el valor de las tablas de la X~ se rechaza la hIpóteSIs de homos­
cedastIcidad.
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5.3. Soluciones

Una vez detectada la presencia de heteroscedastIcidad el paso siguiente consIstI­
rá en aplicar algún método de estImación que proporcIOne estImacIOnes eficIentes.
Se demuestra que el estImador mímmo cuadrátIco generalizado (EMCO) baJo pre­
sencia de heteroscedastIcidad y/o autocorrelación es un estImador ELlO, pero para
aplicar dicho estImador se reqUIere conocer la matnz de vananzas y covananzas de
las perturbaciones. la cual raramente se conoce. Desde el punto de vista práctIco lo
que se hace en presencIa de heteroscedasticidad es aplicar mímmos cuadrados pon­
derados3 (MCP), para lo cual es necesano establecer un supuesto sobre el compor­
tamIento de las varIanzas de las perturbaCIOnes. En resumen. el procedimIento para
estImar la presencia de heteroscedastIcidad es:

1. Se estIma el modelo ongmal por MCO y a partir de los residuos de dicho
modelo se establece un supuesto sobre el comportamIento de la vananza de
las perturbaCIOnes. Esto se puede realizar a partir de los gráficos de los re­
siduos al cuadrado en función de las vanables explicatIvas y también de los
tests anteriores. Por ejemplo. a partIr de dichos gráficos y test se sospecha
que: a¡ = a2xJ¡.

2. Se ponderan las observaCIOnes de todas las variables dividiéndolas por la
raíz cuadrada de la función que provocaba la heteroscedasttcidad. En el
ejemplo sería dividir cada observación (de la vanable explicada y explicatI­
vas) por Xw

3. Se estIma el modelo transformado, mediante dichas ponderaciones, por
MCO.

6. AUTOCORRELACIÓN

6.1. Concepto y consecuencias

Clásicamente la autocorrelación se estudia para datos ordenados en el tIempo
aunque, lógIcamente. también ocurre en los datos de corte transversal o espaCIales.

Se dice que eXIste autocorrelación entre las perturbaciones cuando la covarianza
de éstas es distInta de cero:

Cov (u¡, u¡) '" O para t '" J

Por tanto. existe autocorrelación en las perturbaCIOnes cuando el valor que toma
la perturbación en un momento depende del valor que toma ésta en otro momento.
Lo usual es suponer que las perturbaCIOnes sIguen un proceso autorregreslvo de pri-

e Que es un caso particular de MeG.
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mer orden, esto es, que la perturbación en un momento t depende del valor de la
perturbación en el momento antenor t - 1:

Uf = pUr_ 1 + Ef

donde p es un coefiCiente que en ténnmos absolutos es menor que 1, Y e es un tér­
mmo de perturbación bIen comportado, esto es, con media O, varIanza constante y
no autocorrelación.

La presencia de autocorrelación se debe a que:

La vanable dependiente dependa del tIempo o de la localización espacIal
donde se mide.
Se hayan producido errores de especificación en el modelo, bien por la omI­
sión de varIables relevantes bIen por la forma funcional que liga las vana­
bIes.

EXIstan comportamientos cíclicos en las varIables.
Se mampulen madecuadamente los datos, etc.

Cuando se estima un modelo econométnco por MCO en presencia de autoco­
rrelación en las perturbaCIOnes el EMCO será, al igual que cuando había heterosce­
dastIcidad, meficlente.

6.2. Detección

Al Igual que para la heteroscedasticidad, en el caso de la autocorrelación eXIsten
diferentes procedimIentos o pruebas para detectarla, aunque aquí sí que eXIste un
test generalmente usado y que la mayoría de los paquetes infonnáticos estadísticos
proporcIOnan de manera automática: es el test de Durbm-Watson, aunque el método
más mtuitIvo, y que pnmero debe aplicarse, consiste en la representación gráfica de
los residuos frente al tIempo. Si dicho gráfico presenta algún patrón de comporta­
mIento, como, por ejemplo, los que aparecen en b) y e) (figura 6.5), se sospechará
la presencIa de autocorrelacíón, y si, por el contrano, dicho gráfico presenta un
comportamiento aleatono como el de la figura a), indicaría que no hay autocorrela­
ción. LógIcamente este método gráfico debe ser contrastado con algún test, como,
por ejemplo, el de Durbm-Watson.

Test de Durbin-Watson

El estadístico d de Durbm-Watson se define como:

f=1
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Figura 6.5. Patrones de autocorrelación.

Dicho test debe aplicarse baJo cIertas cIrcunstancIas, como son:

- Los datos deben ser temporales.

Se supone que las perturbaciones sIguen un proceso autorregreslvo de pnmer
orden.

El modelo ha de tener ténnmo mdependiente.

- Las varIables explicativas son no estocásticas.

- En el modelo no puede aparecer la vanable dependiente retardada.

Para aplicar el test se requieren las tablas de la d de Durbm-Watson, en las cua­
les se encuentran los valores dL y du para un lllvel de sIgnificación, el n (número de
datos) y k' (variables explicativas excluyendo el ténnmo mdependiente).

El test se aplica en las sigUientes fases. Se estima el modelo ongmal por MeO
y se obtienen los residuos a partIr de los cuales se obtiene el valor expenmental del
estadístico de la d de Durblll-Watson. Usualmente este valor lo proporcIOnan auto­
máticamente los programas lllfonnátlcos de estadística:

1. Se toman los valores de dL y de du de las tablas.

2. Se representan los valores antenores en la figura 6.6.

3. Se sIgue la sIguiente regla: SI el valor expenmental de la d cae en ellllter­
valo representado por el sIgno más, hay autocorrelación posItiva; SI se sItúa
en el llltervalo representado por el SIgno menos hay autocorrelación negatI­
va; SI está comprendido en los llltervalos con el signo de lllterrogación, no
se puede afinnar III negar la presencIa de autocorrelación, y SI cae en el m­
tervalo representado por No, es que no hay autocorrelación,
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Figura 6.6.

Contraste de Breusch-Godfrey

Un contraste más general que el de Durbm-Watson para detectar la presencIa de
autocorrelación es el contraste de tIpo ML (multIplicadores de Lagrange) desarro­
llado por Breusch-Godfrey, el cual permite detectar no sólo la presencIa de autoco­
rrelaClón de pnmer orden, sino de órdenes superiores. Este contraste se puede resu­
nur en las sigUIentes etapas:

- Se obtienen los residuos MCO del modelo de regresión origmal: e,.

- Se realiza la regresIón entre los residuos obtenidos anteriormente y las va-
nables explicatIvas del modelo origmal, incluyendo además como vanables
explicatIvas los residuos retardados: e,_ j, e'_2' ...• e,_p' El valor de p mdica
el orden de autocorrelación que se desea contrastar, obteniéndose de dicha
regresión el coeficiente de determmación R2

.

- Se calcula el estadístIco ML =nR2 y se compara con el valor de las tablas de
la chl-cuadrado con p grados de libertad; SI el valor del estadístico es mayor
que el de las tablas entonces se rechaza la hIpótesIs nula de no autocorrela­
ción.

6.3. Soluciones

En pnmer lugar, se revIsa el modelo por si la causa de la existencia de la auto­
correlaCIón se debiera a un error de especificación. Para ello nos apoyaremos en
fundamentos teóncos en los que se base dicho modelo y también nos serán de utili­
dad los gráficos de los residuos. Si aun resolviendo el error de especificación persis­
te el problema, se debería aplicar MCG, que, como en el caso de la heteroscedasti­
cidad, reqUIere conocer la matrIz de vananzas y covananzas de las perturbaCIOnes.
la cual raramente es conocida. Por tanto, habrá que realizar algún supuesto sobre el
comportanuento que sIguen las perturbaciones, y lo usual es suponer que siguen un
proceso autorregreslvo de pnmer orden. BaJO esta hIpótesis se pueden aplicar dife­
rentes procedimIentos, siendo uno de ellos el procedimiento en dos etapas de Coch-
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rene-Orcutt, el cual es fácil de Implementar y ofrece buenos resultados. Dicho pro­
cedinuento se desarrolla en las dos etapas sIguientes:

1. Se estIma el modelo origmal por MCO y se obtIenen los residuos, a partir
de los cuales se resuelve el sIgUIente modelo de regresión:

y se consigue una estImación de p, p.
2. Usando el valor de p estImado, se estIma por MCO la sIguiente ecuación en

primeras diferencias generalizadas:

(Y, - PY,_,) = f3,(1- /J) + f3iX2t - pX2t - 1) + f33(X3t - pX3t _1) + .. ,
... + f3k(Xkt - pXkt - 1) + (u, - pu,_,)

o puesto resumidamente:

Yf =131 + f3zXft + f33X'tt + f3kX:' + uf

donde:

Yi'=(Y,-pY,_,)

f3I = (1 - p)

XJ, = (Xit - pySt-,)
* ( A )u t = Ut-PUt_l

De esta forma, trabajando sobre las variables transformadas y aplicando MCO a
dichas varIables se puede obtener una estImación más eficIente de los parámetros
del modelo ongmal4

7. APLICACiÓN

Son numerosas las aplicacIOnes conocidas de la regresión lineal, tanto en la eco­
nomía, en general, como en la empresa y en el marketmg. A modo ilustratIvo y de
fonna muy breve, indicaremos algunas de las aplicacIOnes de esta técnica en el ám­
bIto comercIal.

1. Los profesores Pedret, Sagnier y Camp (1994) desarrollaron un modelo en
el que el precIO de un producto, ya definido en función del resto de elementos del
marketmg-mix: marca, envase, tamaño. promoción, distribución etc., se detenninará
según el valor que le es otorgado por el mercado. Los mdividuos mdicaron su ran­
king de preferencIas en los pares de combmaclOnes «producto-precIO» susceptibles
de configurar la oferta del mercado objeto de estudio. A la JerarqUlzación efectuada

4 Para obtener la estImación del térmmo mdependiente habrá que deshacer la transformación:
¡3f/(l - ¡5).
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por cada mdividuo, de todas y cada una de las posibles combmaclOnes le aplicaron
un modelo de regresión múltiple en el que la vanable a explicar serán las preferen­
cias sobre el conjunto de combmaclOnes posibles y las vanables explicativas los dis­
tintos productos y niveles de precIO testados. La estimación del modelo les perrrutió
obtener:

- La utilidad parCial que, en el proceso de compra, proporCIOna, a cada com­
prador, cada uno de los productos y cada uno de los niveles de precio tes­
tados.

- La utilidad total que, en el proceso de compra, proporCIOna, a cada compra­
dor, cada combinación «producto-preclO»_

2. El profesor Rebollo (1992) analizó la vanabilidad de precIOs que ocurre en­
tre los autoservicIOS, los superservicios y los supermercados, clasificados por el ta­
maño de ventas. Los factores considerados y que mfluyen en la dispersión son: fac­
tores de demanda (segmentación del mercado, mformaclón costosa, costes de
búsqueda de precIOS, etc.), factores de competencia (monopolios, competencia im­
perfecta, etc.) y factores empresanales (tamaño, poder de mercado, tecnología, etc.).

Los datos utilizados son los de una mvestlgación (IRESCO, 1990) sobre los es­
tablecimientos con forma de venta en libreserviclO, llevada a cabo por la Dirección
General de ComercIO Intenor del MICT.

La hipóteSIs contrastada y que no se puede rechazar con los resultados obteni­
dos es que los comportamientos de los estableCimientos en cuanto a precIOs difiere
con el tamaño de la superfiCie de venta.

3. La profesora Yagüe (1992) realizó un estudio con el fin de explicar las di­
ferenCias de márgenes de beneficIO de la mdustna española utilizando los datos de
márgenes medios obtenidos para vemtlsJete sectores mdustnales españoles entre
1985 y 1989. El núcleo de la mvestlgación estaba centrado en el estudio del efecto
de la estructura de mercado sobre los márgenes, poniendo especial énfasis en el aná­
liSIS de la relación entre el grado de concentración y el margen de beneficIO secto­
nal, y en la eXistencia o no de estabilidad dinámica en dicha relación. La vanable
dependiente es el margen y las explicativas fueron las ventas de las cuatro mayores
empresas/valor de la producción; vanable dummy que toma valor l cuando el sector
está controlado por el sector público, y Oen caso contrano, activo/ventas (intensidad
de capital), tasa de vanación del consumo aparente real (efecto Ciclo), exportacIO­
nes/valor de la producción (propensión exportadora), ImportaCIOnes/consumo apa­
rente (penetración de ImportaCIOnes), variable dummy con valor 1 para producto de
consumo, y 2 para producto mdustrral y el tamaño medio relativo medido sobre el
empleo (economías de escala).

Se especificaron cmco modelos diferentes, de manera que cada modelo postenor
mCOl-pora nuevas vanables con respecto al antenor. Con este procedilniento pretendían
conocer, de un lado, los efectos mdividuales que ejercen cada uno de los indicadores
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en la vanabilidad de los márgenes, y de otro lado, los efectos que las nuevas vanables
ejercen sobre los coeficientes estimados de las vanables antenormente mcorporadas.

7.1. Caso prácticoS (Gastofarma)*

Para desarrollar un caso práctico de aplicación de la regresión lineal hemos ana­
lizado el comportamiento del gasto de especIalidades farmacéuticas en España6

Para ello se ha tomado como referencIa un período de 26 años (1970-1995), en el
cual el gasto en especialidades farmacéutIcas se ha mcrementado un 100,24%. Este
aumento genera una gran preocupación en la Admmlstración Pública hasta el punto
que le lleva a estudiar y poner en marcha medidas para su contención. Tales medi­
das están tanto onentadas a la demanda como a la oferta. La finalidad que se pre­
tende conseguir con las pnmeras es mtentar reducIr la cantidad de productos farma­
céuticos consumidos mcidiendo sobre el médico-prescnptor. sobre las características
de los productos y sobre el enfermo-consumidor, mIentras que el objetIvo pnncipal
de las medidas orientadas a la oferta es actuar sobre el precIO de venta o sobre los
márgenes. por ejemplo. IndagacIOnes previas nos llevan a considerar como varIables
causales del comportaIDIento del gasto farmacéutIco el número de envases prescntos
por persona protegida, el precIO medio por envase, la renta disponible y la aporta­
ción del asegurado.

Conocidas las vanables causales del comportamIento del gasto farmacéutIco pre­
tendemos probar las sIgUIentes hIpótesIs:

- H O!: El número de envases prescritos por asegurado influye SIgnificativa­
mente en el comportaIDIento del gasto farmacéutico.

- Hoz: Las modificaCIOnes en el precio medio por envase prescnto afectan sIg­
nificativamente al gasto farmacéutico.

- Ho3 : La renta disponible de los consumidores afecta SIgnificatIvamente al
gasto farmacéutico.

Variables

- Gasto en recetas (GASRECT): Vanable dependiente, medida en pesetas
constantes de 1976 (millones). Fuente: Mimsteno de Sanidad y Consumo.

- Número de envases presentas por asegurado (ENVASEPR): Vanable mde­
pendiente, expresión individual del consumo en unidades físIcas, recoge la
tendencIa hacIa el consumo de productos farmacéuticos por parte de la po­
blación asegurada. Fuente: Mimsteno de Sanidad y Consumo.

- PreelO medio por envase presento (PRECIENV): Vanable independiente, va­
riable influida por la evolución de la política de revisiones de precios adhe-

5 Para esta aplicación se ha utilizado el programa STATISTICA.
6 Con antenoridadse había realizado algún estudio sImilar corno el del profesor Cruz Rache (1984).
* Véase fichero en la dirección www.ugr.es/-tluque.
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rida a las especIalidades farmacéutIcas regIstradas en España, así como por la
política de comumcación que los laboratonos desempeñaL\. Medido en pese­
tas constantes de 1976. Fuente: Mimsteno de Sanidad y Consumo.

- Renta disponible de los consumidores (RENTDISP): Vanable mdependiente,
medida en pesetas constantes de 1976. Fuente: Infonne económico del BBV,
1990-1995.

Modelo teórico

GASRECT= /3, + /32ENVASEPR + (33PRECIENV + /34RENTDISP + u¡

Modelo obtenido

Gasto recetas =-123.265,77 + 4.567,29ENVASEPR + 192,37PRECIENV +
+ 0,60RENTDISP + e,

R2 =0,97975086

R2 ajustado =0,97698962

F(3, 22) = 354,89 p < 0,00000. EstImacIón de la desvIación típIca del
error: 2.128,4

TABLA 6.1

Regresión

Error l·... Erro~ p-nivel
estándar , estánd~r 1(22) de s¡gni~

•• C .'
de.beta . . deB ficaCÍón

Térmmo indepen-
diente -123.265,77 7.490,42 -16.4564 0,000000

ENVASEPR 0,505426 0,035190 4.567,29 318 14,3624 0,000000
PRECIENV 0,499546 0,031237 192,37 12,02 15,9919 0,000000
RENTDISP 0,918701 0,035269 0,60 0,02 26,0477 0,000000

donde

Beta: Son los coeficíentes beta, o coeficIentes correspondien­
tes a las vanables estandanzadas.

B: Son los coeficíentes estImados del modelo de regre­
sIón.

t(22): Valor expenmental del estadístico de la t-Student para
verificar la Ha; B¡ =O. Donde 22 son los grados de li­
bertad (n - k).

p-mvel de SIgnificaCIón: Valor que nos mdica el mvel de slgnificacíón mímmo
para rechazar la hIpóteSIs nula.
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En la tabla 6.1, observando la columna <<p-mvel de sIgnificación» se advIerte
que pala un mvel de confianza del 95% todas las vanables son sIgnificativas. El mo­
delo en su conjunto es sIgnificativo (F = 354,82) Y el coeficIente de determInación
es alto (0,98). Los coeficIentes (B) nos indican la variación que se produce en el
gasto en recetas ante la vanación unitana de alguna de las vanables, supomendo
que el resto de vanables permanecen constantes. Según el modelo cualqUIer Incre­
mento en el número de envases, precio medio o renta disponible Implica un incre­
mento en el gasto en recetas en la cantidad indicada por los coeficIentes. Así, por
ejemplo. si el número de envases Incrementa en una umdad, los gastos en recetas In­
crementan en 4.567 millones de pesetas.

La relación de estas vanables explicativas con la vanable explicada es posItiva,
la Adrrunistración Pública. SI qUIere dismInuir el gasto en recetas, tendría que actuar
sobre el número de envases y el precIO de los mismos.

Atendiendo a los coeficIentes beta se podría dar la sIgUIente ordenación en
cuanto a ImportancIa relativa de las vanables en el modelo: RENTDISP, PRE­
CIENV. ENVASEPR.

En la figura 6.7 se representan los valores observados de la vanable dependien­
te en función de sus valores estimados. Este gráfico nos indica que el ajuste es bue­
no (como ya lo recoge el valor del coeficIente de detenmnación), ya que la nube de
puntos se encuentra próxIma a la recta. Este gráfico también se usa para analizar la
hipótesis de linealidad, la posible presencIa de heteroscedasticidad y para detectar
datos atípIcoS.
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Figura 6.7. AnáliSIS de los residuos. Valores observados de Y respecto de vatores estimados.
Vartable: GASRECT.
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Análisis de la varianza

En la tabla 6.2 observamos el valor del estadístIco F (354,8221), comentado an­
teriormente. También se muestra el valor de la suma de cuadrados de la expli­
cada (SCE), la suma de cuadrados de residuos (SCR) y la suma de cuadrados totales
(SCn.

TABLA 6.2
Análisis de la varianza

Regresión (SCE)
Residual (SCR)
Total (SC])

Multicolinealidad

48.220.lü7E2
99.659.566,

49.2l6.703E2

3
22

l6.073.369E2 354,8221
4.529.980,

0.000000

Para analizar la posible presencia de multIcolinealidad o redundanCIa de las va­
nables mdependientes el programa STATISTICA (opción redundancy) proporcIOna
la tabla 6.3. En esta tabla la columna R2 representa el coefiCIente de correlacIón
múltIple (R;), que es el que se obtIene de realizar la regresión de cada varIable m­
dependiente respecto del resto de vanables mdependientes. Cuando el valor de
algún R; es supenor o Igual a 0,75 se considera que hay un problema de multIcoli­
nealidad grave. En nuestro caso mngún R; toma dichos valores y, por tanto, con­
clUImos que no hay un problema de multlcolinealidad grave. También en dicha tabla
aparece la toleranCIa (1 - R;), cuyo uso es sImilar al del R;. La columna de correla­
cIón parcIal nos permIte dar de nuevo una ordenaCIón en cuanto a la ImportancIa re­
lativa de las vanables explicatIvas. En este caso la ordenaCIón sería: RENTDISP,
PRECIENV y ENVASEPR.

La columna de la toleranCIa se obtiene a partIr de las R;: ToleranCIa = 1 - R;;
otra alternatIva para descubnr la eXIstencIa de multIcolinealidad.

TABLA 6.3

'Tollenmciía I R, ¡Correlación
! I parcial
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ENVASEPR
PRECIENV
RENTDISP

0,743237
0,943269
0.739904

0,256763
0,056731
0,260096

0,950593
0,959578
0,984171
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Heteroscedasticidad

Para comprobar la presencia de heteroscedasllcidad se suele comenzar usando el
método gráfico. En este caso se ha representado en unos ejes de coordenadas los re­
siduos al cuadrado en función de los valores estímados de la varIable dependiente y
de cada vanable explicatIva (figuras 6.8, 6.9, 6.10 y 6.11).
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Figura 6.8. Vanable dependiente: GASRECT.
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Figura 6.9. Vanable mdependiente: PRECIENV.
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Figura 6.10. Variable independiente: RENTDISP.
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FigUra 6.11. Vanable Illdependiente: ENVASEPR.

Según la figura 6.8 cabría sospechar de una posible presencia de heteroscedastI­
cidad, puesto que aparentemente en dicho gráfico eXIste un patrón de comportamIen­
to. Tal gráfico se obtIene en la opCIón de análisIs de residuos. Para determinar SI
alguna de las variables es la que está provocando la heteroscedastIcidad se han obte-
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nido las figuras 6.9, 6.10 Y 6.11, para lo cual los residuos se han llevado a una hOJa
de cálculo, se han calculado los cuadrados y postenormente se han representado.

Además del método gráfico se han aplicado dos tests o pruebas para detectar la hete­
roscedasticidad. En pnmer lugar se ha aplicado el test de Park a cada vanable explicativa:

l. ENVASEPR

R2 =0,00003919
F(l, 24) =0,00094 p < 0,97579. Error estándar del estimador: 5.172E3.

TABLA 6.4

Ténnino mdepen­
diente

ENVASEPR

2. PRECIENV

4.131.600, 9.787.080, 0,422148 0,676674
-0,006260 0,204120 -20.430, 666.173, -D,030668 0,975788

R2 = 0,00961035
F(l, 24) =0,23289 p < 0,63376. Error estándar del estimador: 5.l47E3.

TABLA 6.5

Térmmo indepen­
diente

PRECIENV

3. RENTDISP

1.511.411, 4.915.639, 0,307470 0,761138
0,098032 0,203141 13.634, 28.253, 0,482583 0,633764

R2 =0,13477123
F(l, 24) = 3,7383 p < 0,06506. Error estándar del estimador: 4.81IE3.

TABLA 6.6
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Ténnino mdepen­
diente

RENTDISP 0,367112 0,189872
-10.062.554, 7.248.522, -1,38822

87, 45, 1,93348
,177822

0,065057
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Para un mvel de confianza del 95% en nmguno de los tres modelos el coefi­
cIente de la vanable explicativa es significativo y, por tanto, no se admite la presen­
CIa de heteroscedastIcidad, al menos de tipO lineal.

Además se ha utilizado la prueba de WhIte; para ello hemos obtemdo el SI­
gUiente mOdelo:

e; = 130 + f3¡ENVASEPR + f32PRECIENV + f33RENTDISP + f34ENVASEPR2 +

+ f3sPRECIENV2 + f36RENTDISP2 + f37ENVASEPR x PRECIENV +
+ f38ENVASEPR x RENTDISP + f39PRECIENVx RENTDISP

con R2 =0,45.
Luego el estadístico =nR2 =26 x 0,45 =11,68. Comparándolo con el valor para

un a= 0,05 de la X~ = 16,92, podemos mdicar que se acepta la Ho=HomoscedastI­
cidad.

Autocorrelación

Para analizar la autocorrelación se ha usado el procedimiento gráfico. represen­
tando los residuos en función del tiempo. usando la opción residual analysis, plots
of residuals, raw residuals (programa STATISTICA). En la figura 6.12 no se obser­
va claramente un patrón de comportanuento que nos mdique la posible presencIa de
autocorrelación. Un procedimIento más formal para detectar la autocorrelación
de prImer orden es usar el estadístico Durbin-Watson (tabla 6.7). Comparando el
valor de dichO estadístICO con el valor teónco de las tablas de Durbm-Watson para
un mvel de sIgnificacIón del 5%, n =26 Y k' =3, se obtienen los valores de
dL = 1,14 Y du = 1,65, puesto que el valor del estadístico está entre dL y du, caería
en la zona de mcertidumbre, por lo que no se podría concluir la existencIa o no de
autocorrelación de pnmer orden.

TABLA 6.7

Durbzn-Watson y correlación senal de los reszduos

. ~.:_L'_ .•,'a, vu Correlación serial

EstImado 1,59682 0,142880

Otro procedimIento para detectar la autocorrelacIón es el contraste de Breusch­
Goldfrey. El modelo obtenido incluyendo como varIable explicativa un residuo re­
tardado es el SIgUiente:

e, = -830,48 + 1,03PRECIENV + 22,04ENVASEPR + 0,002RENTDISP + 0,15 e,_ j
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donde:

R2 =0,018

ML= 0,48

Si comparamos el ML = 0,48 con el valor de las tablas de la xi = 3,84 no pode­
mos rechazar la hIpótesis de no autocorrelación.

INVENTARIO DE TÉRMINOS Y CONCEPTOS

• Regresión lineal sImple.
• Regresión lineal múltlple.
• Mímmos cuadrados.
• Multlcolinealidad.
• Homoscedastlcidad.
• Autocorrelación.
• Mímmos cuadrados ordinanos (MCO).
• MaJnmoverosimilitud.
• Estimados llÚnimos cnadrátlcos ordinarios (EMCO).
• Estimador lineal msesgado y óptico (ELlO).
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• Suma de cuadrados explicada (SCE).
• Suma de cuadrados de los residuos (SCR).
• Suma de cuadrados de los totales (SCT).
• CoeficIente de determmación.
• CoefiCIente de determmaClón ajustado.
• CoeficIentes beta.
• CoeficIente de correlacIón parcIal.
• Elastícidades.
• Predictor lineal msesgado y óptImo (PLIO).
• Coeficíente de correlación múltIple.
• Factor de agrandamIento de la VarIanza.
• ToleranCIa.
• Número de condición.
• Prueba de Park.
• Prueba de Goldfeld-Quandl.
• Prueba de WhIte.
• Mímmos cuadrados ponderados.
• Test de Durbm-Watson.
• Procedimiento de Cochrene-Orcutt.
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