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XIX. CORRELACION MULTIPLE Y PARCIAL

EN 10s dos ultimos capitulos nos hemos ocupado de la relacién
entre dos escalas de intervalo, entre una variable dependiente
y una sola variable independiente. Los analisis de correlacién y
regresion pueden extenderse ficilmente para comprender cual-
quier nimero de escalas de intervalo, una de las cuales puede
tomarse como dependiente, y las demds como independientes. El
problema se puede concebir como un problema de prediccién en
€l que tratamos de predecir una variable dependiente ¥ a partir
de las variables X, X,, ..., X;. Habremos de servirnos de nue-
vo de un modelo muy sencillo, que sera directamente analogo a
la regresion lineal, excepto en cuanto al hecho de que habri mas
de dos dimensiones.

El concepto de correlacién se generalizara en dos formas. Em-
plearemos el término de correlacion parcial para designar la co-
rrelacion entre dos variables cualesquiera cuando los efectos de
otras variables se han controlado. El de correlacion multiple,
en cambio, servira para indicar qué tanto de la variacién total de
la variable dependiente puede explicarse por todas las variables
independientes actuando conjuntamente. Veremos que los mate-
riales examinados en el presente capitulo comportan en su mayor
parte extensiones directas de razonamientos presentados ante-
riormente. Una vez que hayamos ampliado las nociones de corre-
lacién y regresién, estaremos en condiciones, en el capitulo si-
guiente, de emprender el andlisis de covariancia, que comporta
una combinacién de las técnicas de regresién con el andlisis de
la variancia.

XIX.1. Regresion muiltiple y minimos cuadrados

En la regresién mailtiple tratamos de predecir una sola variable
dependiente a partir de cualquier ntmero de variables indepen-
dientes. Si se da un gran ntimero de variables de escala de inter-
valo que deban relacionarse entre si, sera posible, por supuesto,
predecir cualquier variable particular a partir de cualquier
combinacién de las demés. Por lo regular resultara claro del
contexto cudles variables han de considerarse como indepen-
dientes y cudles como dependientes.? Asi, por ejemplo, puede que-
rer predecirse el éxito en la universidad a partir de una serie de
marcas de aptitud y del éxito en la escuela secundaria. O puede
resultar posible predecir la tasa de crecimiento de una ciudad

! Cuando se crea que existe una causacién reciproca, o retroalimentacion,

de la variable “dependiente” hacia alguna de las demas, deberan emplearse
ecuaciones simultdneas en lugar de minimos cuadrados. Véanse [4] y 1121
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conociendo factores como la magnitud actual, los porcentajes de
mano de obra en las diversas ocupaciones, o la magnitud y la
distancia del gran centro urbano mds préximo.

En el andlisis de regresién multiple definimos la ecuacién de
regresién como el curso de la media de la variable dependiente
Y para todas las combinaciones de X;, X,, ..., X;. En otros tér-
minos: para cada combinacién de X fijas habra una distribucién
de las Y. Cada distribucién tendri una media WYXy, Xo, ., Xz ¥
una desviacién estdndar ¢Y|Xy,X,, ...,X;, y habremos de supo-
ner una vez mas que todas estas distribuciones son normales y
que las desviaciones estindar son iguales (homoscedasticidad).
El recorrido de las medias ya no seguira siendo una curva en el
espacio bidimensional, sino que sera, antes bien, una especie de
hipersuperficie en un espacio de (k4 1) dimensiones. Es obvio
que ya no estaremos en condiciones de representar un curso se-
mejante, excepto en el caso en que sélo tengamos dos variables
independientes X; y X,.

En el capitulo anterior supusimos una ecuacién de regresién
lineal de la forma ¥ =a + $X. Y habremos de volver a suponer
una forma sencilla de la ecuacién de regresién. Supongamos, pues,
que el curso de las medias de Y adopta la forma:

Y='a+[31X1+B~2X2+ “se +6ka (XIX.I)

en donde a, B4, Bs, ..., B son constantes. Esta es la ecuacién mas
sencilla posible de regresién multiple, y es directamente analoga
a la regresién lineal en el caso de dos variables. En efecto, si
todas las §, excepto una, son cero, el problema se reduce al caso
bidimnensional.

Si podemos suponer una poblacién “normal multivariable” en
la que cada variable esté distribuida normalmente alrededor de
todas las demds, entonces podemos satisfacer los tres supues-
tos requeridos. En otros términos, una distribucién normal mul-
tivariable nos asegura que las ecuaciones de regresién seran de
la forma anterior, que las distribuciones de las Y para X deter-
minadas serdn todas normales, y que las variancias seran tam-
bién iguales. Esto constituye una generalizacién obvia de las
propiedades de la distribucién normal bivariable. Sobra decir que
la distribucién normal multivariable no puede representarse geo-
métricamente (pese a que tiene una ecuacién algebraica perfecta-
mente definida), toda vez que tuvimos ya necesidad de tres di-
mensiones para representar el caso bivariable.

Con objeto de proporcionar una mejor comprensién intuitiva
de la naturaleza de las extensiones implicadas, serd conveniente
examinar el caso en que no hay mas que dos variables indepen-
dientes (véase la figura XIX.1). La ecuacién de regresién Y = ¢ +
B1X; + B.X, puede representarse en este caso por medio de un
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plano en un espacio tridimensional. Si dejamos que X, = X, =0,
obtenemos Y = q, lo que indica que el plano de regresién corta
el eje de las ¥ a una altura a. Con objeto de obtener una inter-
pretacién de las B, tomamos las intersecciones del plano de re-
gresién con planos perpendiculares a los ejes de X; v X,. Asi,
por ejemplo, si tomamos un plano perpendicular al eje de X,,

Y

~Plano de regresion
e
]

Interseccion: recta de pendiente 5

!

] je— Plano perpendicular al eje x,
| )

! I X

| |

[ 1
L

Fic. XIX.1. Interpretacion geométrica de la regresion nuiltiple de
Y sobre X, y X,.

mantenemos de hecho a X, constante, ya que todos los puntos
situados en este plano tendrdn el mismo valor de X,. Este plano
corta el plano de regresién en una recta, y la pendiente de esta
recta sera ;. En otros términos, si mantenemos X, en un valor
fijo, B; representa la pendiente de la linea de regresién de Y a X,.
Y en forma andloga, el hecho de mantener constante a X; nos
da un plano que intersecta el planc de regresién en una linea de
pendiente f3,.

Conviene observar que las § empleadas en la regresién multiple
no seran por lo regular las mismas que las que se obtuvieron en
el caso de dos variables. Designando el caso de dos variables
como regresion total, vemos que la B empleada en la regresién
total se obtiene prescindiendo de las demds variables indepen-
dientes, y no manteniéndolas constantes. Las § obtenidas en las
ecuaciones de regresién multiple se designan como coeficientes
parciales, porque comportan pendientes que se obtendrian eli-
minando o manteniendo constantes cada una de las demds varia-
bles independientes consideradas en la ecuacién de regresién.

- El concepto de los minimos cuadrados puede ampliarse en una
forma semejante. Como quiera que es casi siempre necesario
apreciar una ecuacién de regresién adaptando una a los datos
empiricos, habremos de requerir una vez mas que la ecuacién de
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est1mac1qn. revista una forma particular y se sirva del criterio
de lgs minumos cuadrados para conseguir el “mejor” ajuste. Nos
serviremos de una ecuacién de minimos cuadrados de la forma:

Yp:a+b1X1+b2X2+ P +b7ch (XIX-Z)

y yolveré a resultar que, a condicién que la ecuacién de regre-
sién sea efectivamente de la misma forma, la ecuacién de los mi-
nimos cu'flflrados representa la mejor estimacién de la ecuacién
de regresién. En otros términos, si nos servimos de a para esti-
mar a, y de bi- para estimar §,, estas estimaciones seran insesga-
das y, al propio tiempo, de eficiencia maxima. Por consiguiente
nuestra atencién puede fijarse en el anslisis de los minimoé
cuadrados como método practico de estimar una ecuacién teé-
rica que se aplica a la poblacién. Si sélo hay dos variables inde-
pendl.entes_, ajustaremos una serie de puntos en el espacio tridi-
mensional con un plano de mejor ajuste. En un espacio de (k +
11) %a;ilgmgnsz)n;_s, por su parte, ajustaremos puntos con un hiper-
: e imensiones, si ‘ j i e
Plano de nes, sl es que semejante figura se puede
) Tomando el caso tridimensional, reduciremos al minimo la can-
tidad (Y —Y,)?, que representa la suma de las desviaciones al
cuadrado respecto del plano
de minimos cuadrados en Ia
dimensién vertical de Y (véa-
se la figura XIX.2). El re-
sultado serd un plano tnico
de mejor ajuste, determinado
por valores especificos de a,
by y b,y. Seguin veremos, pue-
de utilizarse luego un coefi-
ciente de correlacién multi-
ple para medir la bondad de
ajuste de los puntos al plano
de minimos cuadrados. Se-
ria también “posible, por su- X
puesto, medir el grado de ’
ajuste mediante una desvia-
cién estandar referida al pla-
no, y podriamos comparar
esta desviacién con la des-
viacién estandar en relacién X2

con la Y fija (representada Fi6. XIX.2. Plano de minimos
ahora como plano perpendi- cuadrados, que reduce al minimo

cular al eje de las Y). Alge- las sumas de las desviaciones al

braicamente, el caso més ge- cuadrado en la dimension
neral es una ampliacién di- vertical Y.
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recta del caso de tres variables. La cantidad (Y — Y,)? se mini-
miza, y habrd que calcular (k + 1) coeficientes, esto es, a, by, b,
... by. El célculo efectivo de estos coeficientes serd posible exa-
minarlo mas adelante, cuando hayamos efectuado el estudio de
la correlacién parcial.

XI1X.2. Correlacion parcial

Podemos servirnos de este modelo de regresién multiple para
abtener medidas del grado de relacién entre una variable depen-
diente Y y cualquiera de las variables independientes, contro-
lando una o mas de ellas. El término de correlacion parcial se
emplea para designar este tipo de procedimiento de control, el
cual, segin veremos, es basicamente muy similar al referente al
analisis de la variancia por dos métodos. En la correlacién par-
cial controlamos ajustando valores de las variables dependientes
e independientes con objeto de tomar en cuenta las puntuaciones
de las variables de control. Para comprender la naturaleza de
la correlacién parcial y €l procedimiento de ajuste, limitaremos
por ahora nuestra atencién a los problemas mas sencillos, en los
que figuran sélo tres varia-
bles, y supondremos mode-
los de regresién lineal entre
las tres combinaciones de va-
riables tomadas de dos en
dos.

Supongamos que queremos
medir el grado de relacién
entre una variable depen-
diente Y y una variable inde-
Porciento de negros 42  pendiente X, controlando en

(a) relacién con otra variable in-
dependiente X,. Para servir-
nos de un ejemplo concreto,
podemos tener interés en
predecir la tasa de discrimi-
nacién econdémica contra los
negros, medida por las dife-
rencias de ingreso entre los
blancos y los negros, y el

Porciento de negros 4z grado de urbanizacic’y.n, segiin
(5) re'*sul.ta del porcentaje de un

distrito designado como ur-

Fic. XIX.3. Rectas de minimos bano. Se espera con seguri-
cuadrados indicando los residuos dad que el porcentaje de ne-
entre: a) Y y Xo, y b) entre gros en el distrito afectara
17y Xe ... asimismo la tasa de discrimi-

~

{a)

Discriminacion

{4)

Porciento urbano s
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nacién, y se decide en consecuencia utilizar el porcentaje de ne-
gros como variable de control.

Supéngase que las lineas de minimos cuadrados entre la dis-
criminacién Y y el porcentaje de negros X, y entre el porcentaje
urbano X, y el porcentaje de negros son como las que se indi-
can en ia figura XIX.3. La relacién entre la discriminacién y el
porcentaje de negros es positiva, lo que indica que tasas elevadas
de discriminacién se hallan asociadas a porcentajes elevados de
la minoria en cuestién. Por otra parte, la relacién entre el indice
de urbanizacién y el porcentaje de negros es negativa. Sobre la
base de la sola informacion, anticiparfamos una relacién negativa
entre las tasas de discriminacién y la urbanizacién. En otros
términos: las areas urbanas podrian tener tasas bajas, debido
simplemente al hecho de que en promedio cuentan con relativa-
mente menos negros. Supdngase, sin embargo, que estuviéramos
en condicicnes, en alguna forma, de “forzar” todos los distritos
a tener los mismos porcentajes de la minoria. Podriamos elimi-
nar en esta forma el efecto perturbador de esta tercera variable.
En realidad, por supuesto, no podemos hacer efectivamente to-
dos los porcentajes de la minoria iguales, pero podemos por lo
menos efectuar ajustes en relacién con el hecho de que difieren.
Como quiera que sabemos (o podemos apreciarla) la relacién
entre la variable de control y cada una de las otras dos variables,
podemos predecir cdmo se comportarian éstas respecto de cam-
bios en la variable de control2 De hecho, las ecuaciones de mi-
nimos cuadrados representadas en la figura XIX.3 constituyen
nuestras ecuaciones de prediccién y pueden emplearse en el pro-
ceso de ajuste.

Al relacionar la discriminacién Y al porcentaje de negros X,
podemos concebir la variacién de las tasas de discriminacién
como resultado de dos componentes, siendo la primera de ellas
€l porcentaje de negros y, la segunda, debiéndose a otros factores,
uno de los cuales puede ser la urbanizacién. Como ya vimos, esta
segunda componente puede representarse como desviaciones res-
pecto de la ecuacién de minimos cuadrados que comporta Y y X,.
En términos de X,, estas desviaciones o residuos representan
error. Aun si X, se mantuviera constante, subsistirian. En es-
tos residuos, por consiguiente, son en los que estamos en verdad
interesados, ya que representan la cantidad de variacién en la
discriminacién que subsiste una vez que el porcentaje de negros
ha explicado todo lo que podia de la variacién.

Y en forma andloga, nos interesaremos también en los residuos
o desviaciones respecto de la ecuacién empleada para predecir
el porcentaje urbano a partir del porcentaje de negros. En otros

2 Debe insgstirse de nuevo en que la justificacién para interpretar resulta-
dos de tal ajuste, hecho con ldpiz y papel, implica el supuesto causal de que
la variable de control puede afectar a las otras dos variables.
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términos: dejamos que €l porcentaje de negros explique la va-
riacién en las otras dos variables todo lo que pueda. Y si ahora
ponemos los residuos en relacién de unos con otros, obgenemo‘s
una medida de la relacién entre Y y X; que es independiente de
los efectos de X,. La correlacion parcial entre Y y X, controlan-
do X,, puede definirse como la correlacion enire los re_szduos de
las regresiones de Y sobre X, y de X; sobre X,. En cierto sen-
tido, pues, la correlacién parcial representa la correlacion entre
“errores” respecto de la variable de control. .

El que tenga algin sentido controlar en relacién con Xs corre-
lacionando residuos podra parecer oscuro atn. Quizd la exp'h.c’a-
cién sea mas aceptable si examinamos mas de cerca una relacién
hipotética entre dichos residuos. Suponga{nos, por e.Jemplo, que
para el distrito A encontramos un gran res1du9 negativo al corre-
lacionar Y con X,. Esto significa que el distrito A presenta con-
siderablemente menos discriminacién de lo que se esperaria
conociendo solamente su porcentaje de minoria. El punto que re-
presentara dicho distrito particular se situaria en algin lu.ga-r por
debajo de la linea de minimos cuadrados. Supongase, asimismo,
que el residuo para este mismo distrito fuera positivo al corre-
lacionar X; con X,. En tal caso sabemos que el d1str1to. en cues-
tién estd mas urbanizado de lo que se esperaria conociendo so-
lamente su porcentaje de minoria. Tenemos, por lo tanto, un
distrito relativamente urbanizado con tasas bajas de discrimina-
cién, y sabemos, ademads, que dichos valores_sox} altos y l?a]os
respectivamente en comparacién con otros distritos del mismo
porcentaje de minoria. No podemos, por consiguiente, atribuir
la relacién negativa entre los residuos al hecho fie que la cifra
del porcentaje de negros acontezca ser alta o baja. Y en forma
anéloga, el distrito B puede tener grandes 're51duos positivos
para Y, pero negativos para X;. Por consiguiente, este distrito
tendria mayores tasas de discriminacién de lo que se esperaba,
pero estaria al propio tiempo menos urbamzadq que otros distri-
tos del mismo porcentaje de minoria. Es obvio que si Il:l}.lChOS
distritos son similares a A o B, obtendremos una correlacién ne-
gativa, entre los residuos, indicando una correlacién negativa
entre la'discriminacién y la urbanizacién, ajustando en relacion
con el porcentaje de negros.

La correlacién parcial da una sola medida que resume el grado
de relacién entre dos variables al controlar en relacién con otra.
Segiin veremos al examinar los procedimientos ‘de célculo, el ra-
zonamiento puede extenderse facilmente a ve}rlables de cont.r’ol
adicionales. Podemos concebir varias ecuaciones de regresion
multiple, una de las cuales comporte Y y todas }as var1ab}es de
control, v la otra relacionando X,; con estas mismas vana}bles.
Pueden obtenerse los residuos de cada una de esas ecuaciones
de regresién multiple y relacionarlos luego. Ajustaremos en esta
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forma en relacién con todas las variables de control al mismo
tiempo. El punto importante, aqui, es que sélo obtenemos una
correlaciéon parcial, en tanto que al controlar con las tablas de
contingencia (con concesiones para la interaccién) obteniamos
una medida separada para cada una de las categorias de las va-
riables de control.

En el capitulo xv vimos que el grado de relacién entre dos va-
riables podia variar de una categoria de la variable de control
a otra. Asi, por ejemplo, si el porcentaje de negros se hubiera
categorizado, es perfectamente posible que hubiéramos obtenido
una elevada correlacién negativa entre la discriminacién y la ur-
banizacién para distritos de porcentajes de minoria muy bajos,
pero con una correlacién positiva, de todos modos, en el extremo
opuesto del continuo porcentaje de negros. Por lo tanto, el
hecho de que en la correlacién parcial hayamos obtenido una
sola medida de resumen puede acaso oscurecer cierta informa-
cién acerca de la interaccién.

Resulta que el coeficiente de correlacién parcial puede ser tarm-
bién interpretado como un promedio ponderado de los coeficien-
tes de correlacién que se hubieran obtenido si la variable de
control hubiera sido dividida en muy pequefios intervalos y calcu-
lando correlaciones separadas dentro de cada una de estas cate-
gorias. La naturaleza exacta de este procedimiento de pondera-
cién carece de importancia, Yya que nunca se hace uso de él en la
practica. No tendrfa, por tanto, sentido pensar que las correla-
ciones parciales relacionan dos variables que “mantienen cons-
tante” a una tercera, ya que la fuerza de su relacién puede variar
de acuerdo con el valor particular en que se mantiene constante
la variable de control.

En el caso de la distribucién normal multivariable, sabemos
que todas las ecuaciones de regresién tendrén la forma especial
descrita por la ecuacién (XIX.1). Pero la distribucién normal
multivariable posee ademds otra propiedad notable. Y es que
la fuerza de la relacién entre dos variables serd la misma inde-
pendientemente de los valores de las variables de control. En
otros términos: si se seleccionara un gran niimero de categorias
de una variable de control y se obtuvieran correlaciones dentro de
cada una de dichas categorias, todas las correlaciones tendrian
el mismo valor. Por lo tanto, la correlacién parcial tendria el
mismo valor que cada una de esas correlaciones dentro de las
categorias. En este caso especial, tendria asi cierto objeto pen-
sar en términos del mantenimiento constante de la tercera va-
riable de control. Sin embargo, como quiera que en el mejor de

los casos sélo podemos aproximarnos a la distribucién normal -

multivariable con datos reales, es mas seguro pensar en la corre-
lacién parcial como promedio ponderado, o como si comportara
un ajuste en relacién con la variable de control,
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Cdlculo de los coeficientes de correlacion parcia_l. El calculo
de las correlaciones parciales es sumamente se’ncﬂlo,' a menos
que se desee controlar en relacién con tres o mas vanablgs ala
vez. Antes de presentar la férmula de la correlacién parcial, he-
mos de introducir un cambio de notacién. Por desgracia, lo que
constituye una notacién conveniente para un objeto no lo es para
otro, ni es el uso convencional totalmente comcordante. Hemps
venido representando la variable dependiente por Y y las varia-
bles independientes por X;, X,, ..., X3 En reconocimiento del
hecho de que la eleccién de la variable dependiente es a menudo
mds o menos arbitraria y que, por consiguiente, pode_mos querer
calcular correlaciones parciales entre varias comb‘in:_icmnes de va-
riables, convendrd renumerar simplemente las variables de 1 a
k + 1y representar la correlacion entre las variables 1y 2: contro-
lando en relacidén con 3 mediante ry5.5. Y en forma ana%oga, la
correlacién entre las variables 2 y 3, controlando en relacién con
1, por medio de ry3.4. _ ]

Esta notacién puede extenderse facilmente a cualquier niimero
de variables de control afiadiendo mdas niimeros a la de.r’echa del
punto central del subindice. Asi, por ejemplo, la relacién entre
las variables 5 y 7, con control de las variables 1, 2: 3,4y06, nos
vendria dada por 7g;.10346- El orden de las dos variables a la iz
quierda del punto no juega papel alguno, lo mismo que el de la
derecha. Para distinguir entre parciales con numeros diferentes
de control, designamos el ntimero de controles como el orden de
la correlacién. Asi, pues, un primer orden parcial tendra un con-
trol; un segundo orden, dos controles, y asi sucesiv?mente. En
concordancia con esta terminologia, la correlacién sin controles
se designa a menudo como correlacién de orden cero. Segin se
ha indicado mas arriba, el término correlacidn total se emplt?a
también para designar una correlacién entre dos variables sin
controles. ) _

Podemos dar ahora la férmula del primer orden parcial Tijw?

g = et (o)) (XIX3)

\/1 - rikz \/1 — r]‘k2

Obsérvese que la primera correlacién del numerador es la corre-
lacién total entre las dos variables a relacionar (i y j). La varia-
ble de control figura en la segunda expresién del numerador, en
donde se la relaciona con cada una de las otras variables, asi
como en ambos términos del denominador. Cualquier correlacion
parcial particular puede obtenerse a partir de esta f(’)rmul’a ge-
neral, sustituyendo i, j y k por los ntimeros apropiados. Asi, por
ejemplo:
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r1g — (712)(723)
'\/1 - r122 '\/1 — 7'\232

En un estudio de 150 distritos del Sur [3], la correlacién entre
la discriminacién en los ‘ingresos y el porcentaje de negros fue
de .536; aquélla entre la discriminacién en los ingresos y el por-
centaje urbano fue de .139, y la correlacién entre los porcentajes
de negros y urbano fue de —.248. Si llamamos al indice de dis-
criminacién variable 1, al porcentaje de negros variable 2 y al
porcentaje urbano variable 3, podemos obtener la correlacién
parcial entre la discriminacién y el porcentaje urbano, controlado
en relacién con el porcentaje de negros. Tenemos asi:

V139 =

139 — (.536)(—.248) 2719
V1 —(.536)2~/1 — (—.248)2 8178

¥13.0 = = .332

Este resultado puede interpretarse como correlacién entre Ia dis-
criminacién y el porcentaje urbano una vez que se ha dejado que
el porcentaje de negros explique todo lo que puede de ambas
variables.

Si bien no resultard inmediatamente evidente que la férmula
anterior pueda derivarse de la definicién de la correlacién par-
cial en términos de una correlacién de residuos,. la férmula de
célculo, por lo menos, tiene un sentido. En efecto, en el numera-
dor sustraemos esencialmente un factor de correccién de la co-
rrelacién total. En cuanto al denominador, éste consta de dos
factores de correccién, ninguno de los cuales puede ser mayor
que la unidad, que toman en cuenta el hecho de que la variable
de control explica cierta proporcién de la variacién de las otras
variables. Si elevamos al cuadrado el coeficiente de correlacién
parcial, el nlimero resultante representara la proporcién de varia-
cién de la variable 1 (discriminacién), dejada inexplicada por 2
(porcentaje de negros), pero que puede explicarse por los valores
ajustados de X3 (porcentaje urbano).

Examinemos la ecuacién (XIX.3) con mayor atencién, para ver
cémo la correlacién parcial se comporta en relacién con las tres
correlaciones totales. Con fines de simplificacién, supongamos
primero que r;; es positiva. Si r;; y r;, tienen ambas el mismo
signo (ya sea positive o negativo), su producto serd positivo, y
el numerador serd o bien un nimero positivo menor que 7
o serd incluso cero o negativo. Por otra parte, el denominador
sera siempre menor que la unidad, a menos que 7y =7, =0.
Por consiguiente, la fraccién resultante puede ser casi cualquier
numero entre —1.0 y +1.0, segiin sea la magnitud de las tres co-
rrelaciones totales. Veremos més adelante exactamente lo que
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podemos y lo que no podemos decir acerca del comportamiento
de la parcial en estas circunstancias. ]

Supongamos ahora que las correlaciones con la variable de
control son de signos opuestos. Obtenemos en tal caso un pro-
ducto negativo a sustraer de un ndmero positivo, y el resultado
sera un numero positivo mayor. Esto significa que si empezamos
con dos variables relacionadas positivamente y si podemos en-
contrar una variable de control relacionada negativamente con
una de ellas pero positivamente con la otra, la pa;cial resultap’te
sera mayor que la correlacién de orden cero. Si la correlaciéon
de la variable de control con una u otra de las otras variables
acontece ser cero, ¢l factor de correccién del numerador sera
cero. Pero si la variable de control se halla correlacionada ya
sea positiva o negativamente con la variable restante, el denom1:
nador sera menor que la unidad, y la correlacién parcial volvera
a ser mayor que la correlacién total. )

Si hubiéramos empezado con una correlacién total negativa,
una variable de control relacionada con cada una de las otras
dos en la misma direccién (ya sea positiva o negativa) prod:umria
una correlacidén negativa mayor. Sin embargo, si se relacionara
con ellas en sentido opuesto, el resultado seria analogo al que
se ha descrito en primer término (en donde la co'rre;lacu’)n total
era positiva y el factor de correccién positivo a51m1§m0). ¢Por
qué? En cambio, si la variable de control no se relacionara con
una de las otras variables, el resultado seria una correlqcmn
parcial con un valor absoluto mayor que la total. Y si la vafnable
de control no se relacionara con ninguna de las otras variables,
la correlaci6én parcial serfa exactamente igual, por supuesto, a }a
correlacién total. Una vez que hayamos examinado la relacion
entre la correlacién parcial y las interpretaciones causales, esta-
remos en condiciones de dar una justificacién intuitiva del com-
portamiento de las correlaciones parciales en estas diversas con-
diciones. )

Las férmulas de las parciales de segundo orden o superior son
directamente anilogas a las de la parcial de primer orden. En
efecto, vamos afiadiendo simplemente variables de control suce-
sivas, empezando cada vez con la parcial de orden uno menos
que ¢t deseado. Asi, por ejemplo, las férmulas de 75 ¥ Tijram
seran:

Fipw = Tijs — (Tie) (Tee) (XIX.4)

\/1 - r?z.k \/1 - r;?l-k

igar = (Timesa ) (Tjmera) (XIX.5)
Vi- L Vi- ra'2'rn-kl

Yijrim =
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Obsérvese que en la ecuacién (XIX.4) suponemos que ya hemos
controlado en relacién con la variable X,. Por lo tanto, la k apa-
rece a la derecha del punto en las tres parciales de primer orden.
Y en forma analoga, en la ecuacién (XIX.5) hemos controlado
previamente en relacion con X y X,, y de aqui que estas cantida-
des figuren en cada una de las parciales de segundo orden.

Las parciales de cuarto y quinto orden podrian obtenerse en
forma andloga, y resultara instructivo tratar de escribir las férmu-
las de estas parciales de orden superior. De modo que la manera
de calcular estas ultimas es idéntica a la que empleamos en el
caso del primer orden. Pero el trabajo que supone se hace pron-
tamente aburrido. Asi, por ejemplo, con objeto de obtener una
parcial de tercer orden con este método, han de haberse obte-
nido previamente tres parciales de segundo orden, cada una de
las cuales ha de haberse obtenido a su vez calculando parciales
de primer orden a partir de correlaciones de orden cero. Si el
lector tratara de expresar la férmula de las parciales de tercer
orden directamente en términos de las correlaciones de orden
cero, se darfa cuenta del trabajo que esto representa.

Afortungdamente, en la investigacién sociolégica rara vez resul-
ta necesario ir mucho mas all4 de las parciales de segundo o ter-
cer orden. Por lo regular, la adicién de controles mas alld del
segundo o tercer control proporciona muy pocos conocimientos
nuevos. Si se hace necesario servirse de parciales de orden su-
perior, o de ecuaciones de regresién multiple de cuatro o m4s
variables, existen ciertas rutinas de calculo que facilitan consi-
dex:ablem.ente la labor. Para tratar tales problemas el lector po-
dra referirse ya sea al método abreviado de Doolittle o al de
Dvlvyer, de la raiz cuadrada (véanse I9]1 v [11]). De estos dos
meétodos, el primero tal vez sea mas satisfactorio, por cuanto per-
mite obtener directamente las parciales sucesivas ¥12-3, T19.94
¥10.345, €tcétera. '

Correlacidn parcial de rangos ordenados. La teoria de las co-
rrelaciones parciales de rangos ordenados estd menos bien des-
arrollada. Puede extenderse al caso de las parciales de primer
orden la tau de Kendall, aunque la interpretacién de la tau par-
cial no resulta tan aceptable intuitivamente como en el caso de
la correlacién de producto-momento. Si no hay empates, resulta
que la férmula de la tau parcial es idéntica a la que hemos estado
empleando. (Véanse [13] y [19].) Asi, por ejemplo:

Ti = Tif— (Tik)(l'jk) (XIX.6)

V1 =15 V1 —'T?k

En el caso que haya un gran nimero de empates podra usarse
un procedimiento alternativo, sugerido por Davis [7] para el caso
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de gamma, pero su principio puede aplicarse a cualquiera de las
medidas de tau o a d,, y d,,. Si controlamos para W, categoriza-
remos simplemente W, computando gammas (u otras medidas)
dentro de las categorias de W, obteniendo un promedio ponde-
rado de dichas gammas. Pero en lugar de ponderar segin el nu-
mero de casos en cada categoria, lo haremos segiin €l niimero de
pares afectados. De esta manera, en el caso de una gamma par-
cial, estamos considerando tan sélo aquellos pares que no estan
empatados, bien en X o en Y, pero que lo estdn con respecto a
la categoria de la variable de control. Davis demuestra que tal
promedio ponderado puede recibir una simple interpretacién de
reduccién proporcional en el error. Quade [16], ofrece un proce-
dimiento andlogo de promedio ponderado para el caso de tau,, fa-
cilitando asimismo una prueba de significancia para dicho parcial.

En la investigacién exploratoria puede tener sentido el utilizar
multiples variables de control, bien por ampliacién de la férmu-
la (XIX.6) o dividiendo las variables de control en multiples sub-
categorias. Los cimientos tedricos de tales procedimientos no
son, sin embargo, muy firmes, particularmente cuando se dan
numerosos empates (véase [20]). Somers [19] ha observado que
en €l caso de las relaciones no monoténicas marcadas, el proce-
dimiento que Davis sugiere puede ser engafioso. Como norma
general, en vista de nuestra ignorancia acerca de las propiedades
y comportamiento de las medidas ordinales parciales, puede re-
sultar prudente utilizarlas con precaucién, complementandolas
con medidas momento-producto aun alli donde las escalas legiti-
mas de intervalo no estén plenamente justificadas. En un terreno
ideal debe, por supuesto, intentarse mejorar los procedimientos
de medicién, justificando asi el uso de pruebas y medidas para-
métricas mas poderosas.

Como esta implicito en nuestras anteriores consideraciones so-
bre los datos ordinales, una de las razones fundamentales por las
que resulta dificil llegar a conclusiones definitivas en orden a la
adecuacién de medidas alternativas esta en que tales respuestas
parecen depender del concepto que uno tenga acerca de la “rea-
lidad béasica” que los datos reflejan. Ya hemos observado esto
en relacién con la manipulacién de los empates, y, en forma im-
plicita, con el proceso de categorizacién. Una manera muy pro-
metedora de atacar este dificil problema supone la construccién
de una “realidad” cuyas propiedades sean conocidas, mediante
el empleo de datos originados en la computadora, o de datos si-
mulados. Pueden, por ejemplo, crearse variables con distribucio-
nes de frecuencia normales, rectangulares o desviadas. Pueden
usarse modelos lineales o no lineales, variar las magnitudes rela-
tivas de las variancias de error y formar grupos de datos multi-
variados con estructuras causales conocidas (por ejemplo, X v Y
con relacién espuria debida a Z o varias Z;). Los datos podrian
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a continuacién ser agrupados de distintas maneras, utilizando di-
versos procedimientos, comparando las diferentes medidas ordi-
nales en vista de su conformidad con el comportamiento deseado.
Por ejemplo: ¢se reduce casi a cero la parcial entre X y ¥ cuan-
do se controla para Z, alli donde los datos han sido creados de
confermidad con el modelo X « Z-> ¥?

Reynolds [17] ha logrado algunos resultados esperanzadores
utilizando variedad de modelos, tipos de distribucién de frecuen-
cias y modelos no lineales, y. mediante la introduccién de cierto
numero de complicaciones adicionales, habiendo encontrado que
si se utilizan por lo menos cinco niveles de cada variable (aunque
preferentemente deban ser hasta diez), pueden lograrse muy
buenas aproximaciones al comportamiento de las parciales mo-
mento-producto, utilizando diferentes procedimientos de separa-
Cién y cualesquiera de las medidas To» Toy Ay O 7, corregida para
empates. Si el numero de estos Gltimos es apreciable, los valores
numéricos de las asociaciones totales que utilicen 1, (la que no
corrige para empates) tienden a ser tan bajos que resulta dificil
distinguir sus valores de los de las parciales. Si el total 7, es de
solamente .20, el error de muestreo puede ser suficiente para que
resulte dificil determinar si hubo o no una reduccidén suficiente-
mente grande en la parcial que permita apoyar la hipétesis de
que la relacién es espuria.

También ha encontrado Reynolds que la gamma no se compor-
ta tan bien bajo el seccionamiento como las otras medidas, tal
vez por causa de su sensibilidad extremada ante marginales des-
iguales. En los casos en que el modelo correcto implica una re-
lacién espuria entre X y ¥ debida a W, los controles sobre W no
reducen la gamma parcial a cero. Los datos de Reynolds parecen
también favorecer el empleo de los procedimientos de secciona-
miento de promedios ponderados por comparacién con el uso de
la férmula de seccionamiento de la ecuacién (XIX.6), aun cuan-
do debe tenerse presente la advertencia de Somers relativa a las
variables de control no monoténicas. Por ultimo, y esto es impor-
tante, Reynolds ha encontrado que el seccionamiento (usando
promedios ponderados), con 1, T, y d,, dio excelentes resultados
en el caso de las relaciones monoténicas, pero no lineales, en
tanto que los. procedimientos momento-producto o paramétricos
no los daban. En el dltimo caso, si se conocen las puntuaciones
reales, serfa preferible trabajar con modelos explicitos no lineales
y procedimientos paramétricos. En ausencia de tal conocimiento,
el empleo de los procedimientos paramétricos con puntuaciones
asignadas arbitrariamente (y conservando el orden) dio resulta-
dos engafiosos.

Debe observarse, por tltimo, que ¢l problema de crear medidas
de correlacién multiple, usando  técnicas ordinales, no ha sido
estudiado sisteméaticamente. Morris [15] ha encontrado incluso
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que tanto la gamma como la d,, tienen la in«:l’es‘eable propiedad
de que si se forman medidas de correlacién mul't,lple usan’do pro-
cedimientos plenamente razonables, la agregacién .de mas ’valo-
res explicativos puede traducirse realmente en la dzsmmuczon de
los valores de dichas dos medidas. Sugiere una medida alterna-
tiva y; que es una generalizacién multivariada de la d,,, (nol dg:' la
dy,) de Somers, como medida asimétrica de asociacién multiple
ordinal mas apropiada.

XIX.3. Correlacion parcial e interpretaciones causales

Ya se sefialé que el analisis de correlacién no se puede emplear
directamente para establecer causalidad debido al hecho de que
las correlaciones sélo miden la covariacién, o sea el grado en
que diversas variables cambian junta_s: Sin embargo, uno de los
objetivos basicos de toda ciencia estd en e-stal?lec:f:r. relaciones
causales. Independientemente de las reservas filoséficas que se
puedan sentir en cuanto a las nociones de causa y efecto, es su-
mamente dificil pensar teéricamente en cualesquiera otros térmi-
nos. En el capitulo II se sefialé que existe una brecha muy real
entre el lenguaje tedrico, que empleamos para pensar, y ql Ign-
guaje operativo, del que nos servimos para venflgar las h1p0t§s1s:.
El problema espinoso de la causalidad no es mis que otra indi-
cacién de la existencia de dicha brecha. Pensamos a mepudo en
términos de relaciones causales que comportan secuencias tem-
porales necesarias. Asi, por ejemplo, si A es causa de B, enton-
ces B ha de seguir necesariamente a A, y si A estd ausente, B h?
de estarlo asimismo. Poir supuesto, este concepto de la causali-
dad estd excesivamente simplificado. Por lo pronto, no se han
tenido en cuenta otras variables, vy sélo tiene sentido hablar de
causa y efecto cuando se pueden establecer ciertos supuestos a
propésito de esos otros factores. Por otra parte, A y B pueden
variar en grado, y no simplemente estando presentes o ausentes.

Empiricamente, por supuesto, nunca podemos probar que la
conexién entre dos variables sea necesaria. Podemos averiguar,
en cambio, el grado en que varien juntas, y resulta gsimfsmo po-
sible, en ocasiones, registrar la secuencia temporal implicada. A
partir de estos dos fragmentos de informacién podemo’s formu-
lar deducciones causales si queremos. Si nuestra teorfa puede
demostrar una conexién légica entre dos variables, o predecir
que B seguira a A, no necesitamos atormentarnos demasi.a’do por
el hecho de efectuar el salto intelectual a la interpretacién cau-
sal. Por otra parte, si no logramos hallar razén teérica alguna
para enlazar directamente dos acontecimientos, scylemos,. por lo
regular, sentirnos mas vacilantes. Tenemos mayor propension, por
ejemplo, a considerar la relacién como espuria. Por desgra.c:lg.
nada hay en el andlisis de correlacién que nos ayude a decidir
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al respecto, a menos que estemos dispuestos a admitir algunos
supuestos a proposito de las variables particulares consideradas
y a prop¢sito de otras, que acaso puedan producir también sus
efectos. Veamos cémo habran de ser dichos supuestos,

Supdngase que estamos investigando la relacién entre el con-
sumo per capita de helados y las tasas de la delincuencia juvenil.
Es probable que hallemos una relacién negativa. Una de las in-
terpretaciones causales posibles seria la de pensar que los helados
son tan buenos para los nifios que previenen la delincuencia. Otra
podria ser la de que las tasas elevadas de delincuencia hacen que
los nifios pierdan su gusto por los dulces. Por supuesto, descar-
tarfamos inmediatamente dichas interpretaciones por absurdas,
pese a que otras no menos absurdas se hayan tomado en serio
en algun momento u otro. Se razonaria probablemente en el sen-
tido de que la relacién hallada era espuria, por cuanto una
tercera variable, el ingreso, por ejemplo, era causa de que las dos
variables variaran de tal modo que resultara de ello una correla-
cién negativa.

Una prueba del caracter espurio, valida ademds si se emplea
adecuadamente, consiste en controlar en relacién con el nivel del
ingreso. Si la correlacién parcial
entre el consumo de helados y la
delincuencia se reduce a cero, o a

2
cerca de cero, podemos deducir que
no se da relacién causal entre las
dos variables. ¢Podemos, efectiva-
mente? Tomemos otro ejemplo muy
parecido. Supédngase que encontra-
mos una relacién negativa entre el
nivel del ingreso y la delincuencia,
X Y

y decidimos controlar en relacién
con el porcentaje de hogares des-
hechos en el area considerada. Po- F1c. XIX 4. Las seis flechas
demos hallar de nuevo que la par- causales posibles entre
cial se reduce a cero. ¢Es por ello X,YyZ
esta relacion espuria? Esta vez ya
no estamos tan seguros, pese a que no haya acaso absolutamente
nada en la magnitud de las correlaciones o en el comportamiento
de las parciales que difiera en modo alguno del primer caso. Con
el propdsito de atacar el problema basico que aqui se nos plan-
tea, volvamos atras y considerémoslo en forma un poco mas sis-
tematica.

Limitando de momento nuestra atencién al caso de tres varia-
bles, observamos que se dan seis conexiones causales posibles

entre éstas. Si designamos las variables como X, ¥ ¥y Z e indica- -

mos la direccién de la causalidad por medio de flechas, podemos
trazar un diagrama de las conexiones posibles, como en la figu-
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ra XIX.4. En todo problema determinado, por supuesto, algunas
de esas flechas habran de borrarse. Descartamos 1a posibilidad de
la causalidad de doble sentido razonando en el sentido de que, si
se seleccionan acontecimientos discretos, la secuencia temporal
habra de ser en un sentido o en otro, pero no en ambos a la vez?
Asi, por ejemplo, en lugar de sostener que el desempleo produce
recesién econémica y viceversa, digamos que el desempleo de Jo-

{a) (5} (c}

2 Z Z\
Xe (24 X ¥ X Y

F16. XIX.5. Relaciones causales posibles entre X, Y y Z, tomando
a Y como variable dependiente y excluyendo la causalidad
en dos direcciones.

nes es causa de que éste gaste menos dinero, lo cual deja a su vez
sin empleo a Smith, etcétera. Nos quedamos entonces con sélo
ciertas relaciones causales posibles, que se han indicado en la fi-
gura XIX.5. Con objeto de reducir el ntumero de figuras de la ﬁg_u-
ra XIX.5, se ha decidido arbitrariamente escoger a ¥ como varia-
ble dependiente, o sea como aquella que ha de ocurrir como tltima
en cualquier secuencia temporal. De ahi que no se hayan trazado
flechas de ¥ a X o a Z. De todas estas relaciones posibles, las
tres primeras no revisten interés mni requieren comentario ulte-
rior. Ademads, con objeto de simplificar la cosa, limitemos nues-
tra atencién a aquellas figuras en las que sdlo se han trazado
dos flechas causales (d, e, f, gy h).

3 La mayoria de las situaciones empiricas son, por supuesto, much’o rpés
complejas de lo que esta sencilla ilustracién sugiere, requiriéndose técnicas
més avanzadas, procedimiento que se aplica cuando los supuestos adecua-
dos para las pruebas de minimos cuadrados no se retinen. Véanse [2], [4] y
[12) para un examen mdas detallado de este problema.



464 ESTADISTICAS BIVARIADAS Y MULTIVARIADAS

¢Podemos distinguir entre estos varios modelos inspeccionando
las magnitudes relativas de los coeficientes de correlacién? La
respuesta es afirmativa si estamos dispuestos a hacer dos clases
de supuestos. Simon [ 18] ha demostrado matematicamente lo que
dichos supuestos deban ser. Primero, hemos de estar en condi-
ciones de eliminar algunos de los modelos, postulando que por
lo menos algunas de las relaciones posibles son incomusistentes.
Esto ya se ha hecho hasta cierto punto, al eliminar todas las
dobles flechas, asi como al tomar a Y como variable dependiente,
o sea suponiendo que no podia ser causa ni de X ni de Z. Habran
de hacerse ademas otros supuestos, pero éstos los dejamos para
mas adelante.

El segundo tipo de supuesto general que hemos de establecer
se refiere a otras variables que podrian eventualmente actuar.
Supongamos, siguiendo a Simon, que todas las demés variables
que influyen sobre X no estan relacionadas con todas las otras que
afectan a Y y Z, etcétera. En otros términos: podemos admitir
la existencia de otras variables incontroladas, pero hemos de su-
poner que la influencia que ejercen sobre X, Y y Z es esencial-
mente fortuita. Obsérvese que esto implica en realidad una com-
binacién de supuestos mds débil que la que suele comportar el
modelo del experimento ideal, en el que se supone que todas las
variables “relevantes” han sido controladas. Reconocemos la in-
fluencia perturbadora de otras variables en que no esperamos
que las correlaciones sean perfectas. Por otra parte, hemos de
suponer que operan de tal modo que no perturben el patrdn
de las relaciones entre X, Y y Z. Esta condicién puede realizarse
aproximadamente en la practica si actia un gran ndumero de
otras variables, ninguna de las cuales ejerce gran efecto sobre
més de una de las variables consideradas.

Si existe una variable externa de efecto perturbador, debera
introducirse en el modelo como cuarta variable. Simon argumen-
ta en el sentido de que esto es lo que debemos hacer siempre,
y que el hecho de que no nos satisfaga la explicacién causal en
el caso de dos variables es la razén de que introduzcamos la no-
cién de una relacién espuria. Asi, por ejemplo, si estuviéramos
convencidos de que no existia variable tal alguna que perturbara
la relacion entre el consumo de helados y la delincuencia, y si
pudiéramos excluir la posibilidad de que la delincuencia pro-
duce una baja de la venta de helados, entonces nada tendriamos
que oponer a la explicacién de que la flecha causal vaya en sen-
tido opuesto. E introducimos el factor ingreso precisamente por-
que esperamos que esta dltima variable afecte a la relacién entre
las dos primeras. Y en forma andloga, afiadiriamos al sistema
una cuarta o quinta variable, pero hemos de estar dispuestos a
detenernos en algan lugar. En este punto, si hemos de formular
en principio alguna deduccién causal, cualquiera que sea, hemos
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de suponer que el sistema estd cerrado, en el sentido que aca-
bamos de describir. o

Obsérvese que nos encontramos en la posiciéon con la que esta-
mos ya familiarizados de tener que adoptar'algunos sqp:ugastos
que no se dejen verificar empiricamente mediante.el anallsl§ es-
tadistico. No sera posible, por consiguiente, estab.lecer el caracter
correcto de un modelo causal particular cualquiera, pero pode-
mos proceder por eliminacién. Asi, por ejemplo, uno de los mo-
delos indicados en la figura XIX.5 podrd parecer .eflcaz; sin
embargo, el modelo correcto podria comportar en realidad cuatro
o mas variables, y el cuadro presentarse en forma totalme:gte
distinta. Con todc, habiendo adoptado los supuestos en cuc_stlo‘n,
podemos servirnos del analisis mate{n.ético formulado por Slm(.)q,
para llegar a ciertas relaciones anticipadas que deberian ve1_~1f1-
carse entre las correlaciones si el modelo particular es efectiva-
mente correcto. Segiin veremos, exactamente las mismas re-.lac1o-
nes empiricas se anticipan por algunos de los modglo-s anteriores,
obligandonos a escoger sobre otras bases. Es aqui dongle her_nos
de servirnos del primer tipo de supuesto exam1nqu mas arriba,
o sea de que algunas relaciones causales no se r.eahzan. Con ,tquv,
sin embargo, examinemos primero las predicciones matematicas
relativas a las interrelaciones entre coeficientes de correla_cmn.

Si nos fijamos en la figura XIX.5g, vemos que las rerla.c’lownes
entre X y Y y entre X y Z son directas, en tanto que la relacion en-
tre Y v Z sélo es indirecta. Lo propio se aplica a I-a figura k. En
estos dos casos, el sentido comun sugeriria que, si to.das las de-
mas variables actuaran de modo esencialmente fortuito, espera-
riamos encontrar que la correlacién entre Y y Z es menor en
magnitud que cualquiera de las otras dos. Y en fqrx:ma analoga,
en las figuras XIX.5e y f esperariamos que la relacién entre X'y
Y fuera la mas pequefia de las tres, prescindiendo de los signos.
Como lo revelan las matematicas, podemos incluso pronunciar-
nos en forma mads categérica. Es posible, en efecto, demostrar
tanto para (g) como para (%), en las que la relacién entre Y y Z
es indirecta, que:

Ovz = Oxv0Qxz

Nos hemos servido de las ¢ para indicar que estas relaciones
exactas s6lo pueden esperarse en la poblacién, y que los va10w.r’es
de las r de la muestra se apartaran por lo regular de esa relacion
estimada, a causa de las fluctuaciones de la muestra. Y en for-
ma analoga puede demostrarse que para los casos (e) y (f) ten-
dremos:

Oxy = 0x20vz

Toda vez que los valores absolutos de los coeficientes de corre-
lacién no pueden ser mayores que la unidad, esta claro que en
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el primer caso el valor numérico de ovz ha de ser menor que el
de cualesquiera de los otros coeficientes, a menos que uno de es-
tos valores acontezca ser la unidad. En este caso especial, por
supuesto, una de las variables puede predecirse exactamente a
partir de una de las otras, y tenemos asi esencialmente un pro-
blema de sélo dos variables.

Fijandonos con mayor detenimiento en la primera de estas
ecuaciones, que se aplica a las figuras XIX.5g y h, vemos inme-
diatamente que si esta ecuacién se verificara, la correlacién par-
cial (en la poblacién) entre ¥ v Z, controlando en relacién con
X, desapareceria, ya que el numerador de la férmula de la par-
cial seria en tal caso cero. Asi, pues, si (g) o (k) se verificaran,
el valor de ry,.5 deberia ser cero o muy cerca de cero, habida
cuenta de los errores de muestreo. Y en forma semejante, puede
ésperarse tanto para (e) como para (f) que la parcial entre. X
¥ Y, controlando respecto de Z, sea aproximadamente cero. ¢Qué
indican estos hechos? Si limitamos nuestra atencién a una com-
paracion entre (e) y (f), ya que la relacién entre (g) y (h) puede
compararse directamente si se intercambian X y Z, vemos que
en (f) interpretariamos la relacién entre X y Y como espuria,
toda vez que Z acttia en el sentido de producir variacién tanto
en X como en Y. Esta situacién es exactamente la misma que se
describié en el ejemplo del consumo de helados X y las tasas de
delincuencia ¥. Debido a que sospechamos que la relacién entre
estas dos variables se deba a otra, o sea al nivel de ingreso Z,
controlamos en relacién con ésta para ver si la correlacién entre
X y Y se reduce a casi cero. Si (f) es de hecho el modelo correcto,
acabamos de ver matematicamente que tal sera el caso.

Vimos también, sin embargo, que la parcial habria sido cero
si el modelo correcto fuera el de la figura XIX.5e. En ( e), en
efecto, tenemos. que Z acttia como variable interventora, en el
sentido de que X causa Z, la cual a su vez causa Y. Pero, ¢tiene
algin objeto controlar en relacién con Z en estas condiciones?
Probablemente no. Porque si X es efectivamente causa de z,
¢cémo podemos concebir que mantengamos a Z constante mien-
tras X sigue variando? No tiene sentido ciertamente pensar ob-
tener ‘residuales tomando aquella porcién de la variacién de X
que es “debida a” Z cuando Z es un efecto de X . Puede, sin em-
bargo, tener sentido el controlar para Z si lo que tratamos de de-
mostrar es la ausencia de una conexidn causal entre X y Y, ex-
cepto a través de la variable interventora Z. La manipulacién
de férmulas estadisticas no constituye sustituto alguno del co-
nocimiento de lo que se estid haciendo. En este caso, saber lo
que se estd haciendo consiste en estar en condiciones de elegir
entre los modelos (e) y (f), yendo mds alld de la informacién
estadistica disponible y haciendo un supuesto acerca de la direc-
cién de la flecha entre X y Z. '
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Hasta aqui hemos prescindido de la situacién (d) de la df1g;
ra XIX.5, en la que las flechas van a Y tanto de X comg : gu ,
pero en la que no se da relacion directa algur}?. entre X’)y b ¢Qué
sucede en este caso si controlamqs en relacién co‘n’Z 20 SCI:\{?-
mos en primer lugar que tiene objeto cpntrolar aqui en 'reéacmrﬁ
con Z porque ésta se concibe como variable totalmente in gpela
diente que afecta también a Y. Degde el punto de vista eE
relacién entre X y Y, opera como 1nf1ue_nc1a perturbado‘ra.. Es
una variable “extrafia” que produce 'ese'nc1almente en Y variacio-
nes fortuitas con respecto a las variaciones de X. Por lo tanti),
esperariamos que, controlando en relacién con Z, aumentara ) ;
magnitud de la relacién entre X y Y. Puede d-emostr?gse ma e
maticamente que si establecemos los.gwpuestos requeridos a er
pésito de otras variables, la correlacién en la poblacién entre ’
y Z sera cero. Sefialemos de paso que este h-e-cho_nos permitira
distinguir (d) empiricamente de cada una de las situaciones qlie
hemos venido examinando. Esta es, _pues, la situacién en la
que la variable de control no se relaciona con una de las otras
variables, y ya vimos que en Fal caso la parcial sera rgaglror en vai
lor absoluto que la correlacién t_otal, _1’0 que concuerda ;:or} te
sentido coman. Es asimismo la situacién a la} que nos enfren la-
mos en el analisis por dos métodos de la variancia, en la que la
condicién de subceldillas iguale§ suponia una 1ndepenldenc12
completa entre las variables de fila y de columna: y en :ii qu
también vimos que un control para una de las variables reducia
la suma inexplicada de losb 1cuadcxl'adosa'smt reducir la variacién

plicada por la otra variable independiente. )
ex%ay o»tr(gJ tipo de situacién de control que no se ha exlammas?)(s),
pero que puede tratarse brevemente, ya que son pocos los <c:1z:> ur{
si los hay, en que podriamos vernos inducidos a servirnos
coglalixof’lﬁgase, en efecto, en una de las sitqaciones (e). (:e va Pig,
que iba a relacionar las variables d‘ependl»e.ntes qug. 1rt e
nen, controlando en relacién con _la \{arlab-le indepen 1f:n zrcial
(h), por ejemplo, ¢qué sucederia si ’fueramos) a obten(eir a ptrarse
entre X y Y controlando en relacion con Z: lfuede emos rse
algebraicamente que la parcial resultante seria menor en mtui
nitud que la correlacién total. Esto concu-eljda con la noccllgn in se
tiva de que, manteniendo constar}t’e la var1ablq1ndep_en 1§n e, :
reduce necesariamente la varia;cmn de la var_lable inter Z{'en tz,

con lo que se debilita 1a relacién con la variable eren 162 .
Una vez mas, tendria poco objeto llevar a cabo seme;ante}opvrla-
cién. Por lo regular, en efecto, nuestro 11}]:eré§ se centrara en y?
cuestién de saber si existe o no una relacién directa entre }({i yde’
y no en el problema de las causas a}r’ltecedentle‘s de )cfi Ifued eerti:

mostrarse, sin embargo, que si )hubleramos contt:ola o tl.na:;1 vente

damente para Z en (h), no hubiéramos afectado sistematicam
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dual para la ecuacidon de regresién, no esta relacionado con cada
una de las variables independientes de la propia ecuaciéon. En
términos causales, esto hace suponer que los factores que son
causa mayor de la variable dependiente no estan sistematicamen-
te relacionados con las variables independientes.

Si somos capaces de localizar las variables que contribuyen a
este factor de error y si las hacemos figurar de manera explicita
en la ecuacién, tales variables deberan no estar relacionadas con
las variables independientes originales, aparte los errores de
muestreo, no resultando afectados sistematicamente los declives
parciales. Las correlaciones parciales, por otra parte, aumentaran
en su valor numérico, debido a que habra sido eliminado algo de
la variancia no explicada. Sin embargo, si las variables adiciona-
les llevadas a la ecuacidén estan relaciocnadas sistematicamente
con las variables independientes originales, podra darse por se-
guro quez todos los coeficientes resultaran afectados.

XI1X.4. Minimos cuadrados muiltiples y los coeficientes beta

Nos hernos servido de las correlaciones parciales para indicar el
grado de relacién entre una variable dependiente y una variable in-
dependiente, controlando en relacién con una o varias variables
independientes maéas. Si tenemos un namero grande de varia-
bles independientes, podemos obtener una indicacién de su impor-
tancia relativa asociando la variable dependiente con cada una
de las variables independientes sucesivamente y controlando en
cada caso con las variables restantss. Anteriormente, en nuestiro
examen de la regresion miiltiple y de los minimos cuadrados, ya
observamos también que las b y las § que figuran en nuestras
ecuaciones y relacionan a Y con las variables indepandientes po-
drian interpretarse en cierto sentido como parciales. Se recor-
dara que representan las pendientes de las ecuaciones de regre-
sién o de los minimos cuadrados en la dimensién de la variable
independiente apropiada, esto es, con todas las demas variables
independientes mantenidas constantes. Por lo tanto, cada coefi-
ciente representa la cantidad de variacidén de Y que puede asociar-
se con un cambio determinado de las X, manteniendo fijas las
dernas variables independientes, Teniendo en cuenta esta simili-
tud con los coeficientes de la correlacidén parcial, no deberfa sor-
prender que las férmulas empleadas en el calculo de esas b par-
ciales resultaran muy semejantes a las que se emplearon en
obtener las r parciales y que, ademas, esas pendientes pudieran
emplearse para dar una indicacién de la importancia relativa de
cada una de las variables independientes en la determinacidn de la
variacidn de Y.

Hemos de modificar nuevamente nuestra notacidén, con objcto
de distinguir entre el gran nimero de combinaciones posibles de
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las pendieqtes. Designando nuestras variables simplemente como
1, 2_, 3, etcétera, nos servimos del simbolo bjs5 si anticipamos la
variable uno a partir de las variables 2 y3 con referencia al coe-
fxc_lente de la segunda variable. El coeficiente bys.3 ha de distin-
guirse de 'bzl.a, que empleariamos si la segunda variable se tomara
como variable dependiente. En ambos casos, el hecho de que el
numero tres se haya colocado a la derecha del punto indica que
se ha controlado la tercera variable. Y en forma andloga, byg.54 s€
emplea para indicar el coeficiente de la segunda variable éﬁﬂ:l‘na
ecuacién de prediccién en la que la primera variable se toma
como variable dependiente y que comporta dos variables de con-
trol. En este ultimo caso, la ecuacién de los minimos cuadrados
se daria en la siguiente forma:

X1 =ay1.934 + D193 Xy + brgen Xy + by4sX,

en donde el subindice de a indica que estamos anticipando en
rela’cmn con la variable uno a partir de las variables 2, 3 y 4. La
razon dg que hayamos considerado conveniente apar‘tarnos‘ de
la préctica coqsistente en designar la variable dependiente con
Y estd en servirnos de una combinacién mas sencilla de subin-
dices para seguir la traza de las distintas b.

Las férmulas de calculo de Qi.ji Y by sON como sigue:

a,-.ik=5(-; i bij'k X-j'—‘ b'ik'jyk (XIX.7)
biy— (b )(byy)
y bnjk — 1] ik kj
1= bat, (XIX.8)

Obsérvese que si bien el denominador de (XIX.8) difiere en cuan-

to a la forma del de la férmula de 7i;x €l numerador, en cambio

€s esencialmente similar en caricter. ’ ’
En efecto, recordando que

T2 = bpby;

vemos que incluso los denominadores no son demasiado dispa-
res en cuanto a la forma. Con todo, al emplear esta férmula rfra
obtener las b parciales, hay que poner cuidado en distinguilP en-
tre by, y bk,: ya que Jos subindices ya no pueden intercambiarse

La extensién 2 parciales de orden superior es directa ‘(véase.
[51). Las ecuaciones de @i Y bijpq pueden escribirse :

Qioga=X; — by X; — i Xj — baw X, (XIX.9)
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bija — (Bir) (D)
1 — by bijx)

Igualmente cierto en el célculo de correlaciones parciales de or-
den superior a medida que el nimero de variables aumenta, el
empleo de estas férmulas puede comportar acaso considerable-
mente mas trabajo que el que requieren los métodos abreviados
de Doolittle o de la rajz cuadrada de Dwyer. Normalmente seri,
por supuesto, mas conveniente utilizar programas de compu-
tacién, cuando se trate de obtener estos coeficientes.

Se puede interpretar un declive parcial como el cambio hipo-
tético que ocurriria en la variable dependiente si una de las va-
riables independientes hubiera de cambiar en una unidad y si las
demés variables permanecieran constantes. Esto puede ser in-
terpretado como una medida del efecto directo de la variable
independiente sobre la variable dependiente; si un declive par-
cial es igual a cero, ello no implicaria un efecto directo. Pero no
habiendo especificado las conexiones causales entre las propias
variables independientes y teniendo en cuenta unicamente sus
intercorrelaciones, no nos es posible decir nada en relacién con
el efecto total de cada variable. Si, por ejemplo, la primera
variable independiente es una causa de la segunda, un cambio
en la primera variable produciria un cambio también en la se-
gunda, produciéndose efectos tanto directos como indirectos. De
esta manera no podemos valorar la importancia relativa de cada
variable, 2 menos que conozcamos més acerca de la estructura
causal del sistema en su totalidad. Esto requeriria trabajar con
todo un grupo de ecuaciones, una por cada variable que sea to-
mada como dependiente de cualesquiera de las otras. Por des-
gracia, los minimos cuadrados ordinarios no son en general ade-
cuados para tal sistema de ecuaciones (véanse [4] y [12]).

En tanto no estemos interesados en generalizar mas all4 de los
limites de una sola poblacién, en ocasiones es deseable obiener
una medida asimétrica de los efectos directos de cada variable
independiente, que no dependa de las unidades de medida utili-
zadas. Obtenemos asi, en efecto, una medida del efecto directo
real en el caso particular de la poblacién que estudiamos, dado
que algunas variables independientes varian mds que otras. Una
variable puede ser medida en délares, otra en afios. Careceria de
sentido comparar la unidad de cambio en una con la unidad
de cambio en la otra.

Si cada variable es estandarizada, dividiéndola por su desvia-
cién estandar, en la misma forma que se aplicé para obtener la
curva normal estandar obtendremos declives ajustados, compa-
rables de una variable a la siguiente. Medimos asi los cambios
en la variable dependiente en funcién de unidades de desviacién
estdndar para cada una de las otras variables, lo que nos asegura

(XIX.10)

y b'ij'kl =
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una misma variabilidad en cada una de estas variables. Estos
declives parciales ajustados resultan asi bes (b) estandarizadas
llamadas_ f-re‘cuentemente ponderaciones beta, siendo d!enomina-’
dos coeficientes de curso en los mas simples modelos causales
en los.que esta implicada una determinante de causa en una sola'
direccién (véase [147).

' Por desgracia, una vez mas nos vemos envueltos en incongruen-
cias de notacién. En efecto, estas ponderaciones de beta no son

las mismas que las de las B en la ecuacién de regresiém, que se

refieren . caracteristicas de la poblacion y no han sido ajustadas
en relacién con las diferencias de variabilidad. Las ponderacio-
nes de beta se obtienen de los datos de la muestra y son simples
funciones de las b parciales. Las férmuilas generales de Bis
Bi;1 sOn: ik Y
Bkl .
S
— 4
‘B’U'k — b“'k —_—
2

(XIX.11)

S
ﬁ@j-m = bij'hl —
i
Asi, pues, la ponderacién de beta puede obtenerse multiplicando
la Z?'comparable por la razén de la desviacién estandar de la
varla_ole independiente (no controlada) a la de la variable de.
pendiente.
1a comparab.i!idad dg las ponderaciones de beta v los coeficien-
tes de correlacién parcial puede verse en la férmula :

(X1X.12)

Bijw = ltrj?— (XIX.13)

Las do§ medidas sélo difieren en los denominadores. De hecho
vemos inmediatamente que: ’

r?j-k = (ﬁij»k)(ﬁjm)

ya que 3;;., sélo difiere de Bij» en que el denominador de 752 serd
remprl.azado por ri®. Ya que las ponderacicnes de beta yjlas co~
rrelam.onle‘s parciales representan tipos de medida de asociacién
algo distintos, no daran exactamente los mismos resultados, aun-
que por lo regular comprendan variables del mismo ofrdén de
importancia. En efecto, la correlacién parcial es una medida
fie la cantidad de variacion explicada por una de las variables
1nde’p‘endientes después que las otras han explicado todo lo que
podlau_l. Las ponderaciones de beta, en cambio, indican cudnto
cambic se produce en la variable dependiente por un cambio
estandarizado en una de las variables independientes al controlar
en relacién con las otras. i
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XIX.5. Correlacion muiltiple

Como quiera que nuesiro interés puede acaso residir en el poder
explicativo de cierto nimero de variables independientes toma-
das juntas mds que en la relacién entre la variable dependiente
y cada una de las variables independientes tomadas separada-
mente, preferiremos ial vez servirnos del coeficiente de correla-
cion multiple, que es una medida de la bondad de ajuste de la
superficie de minimos cuadrados a los datos. Al igual que el cua-
drado del coeficiente de la correlacién de orden cero indicaba el
porcentaje de variacién explicada por la recta de mejor ajuste,
el cuadrado del coeficiente de correlacién multiple puede em-
plearse para dar el porcentaje de variacién explicado por la ecua-
cion de mejor ajuste de la forma:

Yp:a+ ZJIXI + b2X2+ e + bh‘Xk

Otra manera de concebir la correlacién multiple estd en que
representa la correlacion de orden cero entre los valores reales
obtenidos para la variable dependiente y los valores anticipados
a partir de la ecuacicn de minimos cuadrados. Si todos los pun-
tos se encuentran exactamente en la superficie de minimos cua-
drados, los valores real y anticipado coincidiran, y la correlacién
multiple serd la unidad. Y cuanto mayor sea la dispersién alre-
dedor de la ecutacién de minimos cuadrados tanto més baja sera
la correlacién entre los valores real y predicho.

La férmula de la correlacidén multiple puede desarrollarse fa-
cilmente sirviéndose del hecho de que el cuadrado del multiple
sera igual al porcentaje de la variacién explicada por todas las
variables independientes. Conviene recalcar una vez mas que se
supone un modelo de tipo lineal. Al escribir la férmula de la co-
rrelacién multiple, dejamos primero que una de las variables
independientes explique todo lo que puede. Dejamos luego que la
segunda variable independiente haga lo propio en relacién con
la porcién de la variacién no explicada por la primera. Sin em-
bargo, con objeto de evitar duplicacién, hemos de controlar en
relacién con esta primera variable independiente. Dejamos a con-
tinuacién que la tercera explique todo lo que puede del resto,
controlando ahora en relacién con las dos primeras variables

- independientes. El procedimiento puede prolongarse de manera

indefinida.

De momento, sin embargo, nos limitamos al caso de tres varia-
bles, que sélo comporta dos variables independientes. Si toma-
mos la primera variable como la variable dependiente, y designa-
mos el coeficiente de correlacién muliiple por Ry.,;, podremos
escribir:
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2 2
ST (1—r3)

+
Proporcién proporcién proporciéin proporcién
explicada = { explicada -+ § adicional (no explica-
por2y3 por 2 explicada da por 2
(X1X.14)

2 2
R1‘23 - (£

por 3

Obsérvese que las correlaciones multiples sélo tienen una cifra
a la izquierda del punto, cifra que indica la variable dependiente,
Los niimeros de la derecha, en cambio, indican aquellas varia-
bles independientes que se estan empleando para explicar la va-
riacién de la variable dependiente. Asi, pues, la férmula general
(para tres variables) puede escribirse como sigue:

R?‘jk = T’?j + r?k'j (11— 7’?1)
= rhet 1 (1= 1) (XIX.15)

No importa, por supuesto, cual de las dos variables independien-
tes se emplee primero en la férmula, a condicién que dicha varia-
ble se controle en los términos siguientes de la ecuacién.

Operamos con los cuadrados tanto de la correlacién total como
de las correlaciones parciales, ya que obtenemos los porcenta-
jes de la variacién explicada. Por lo tanto, no tenemos por qué
preocuparnos por los signos de estas correlaciones. Y de hecho,
la direccién de la multiple carece de significado, ya que com-
porta correlaciones con cierto niimero de variables, algunas de
las cuales son positivas y otras posiblemente negativas. Por con-
vencion, al designar el coeficiente de correlacién multiple, toma-
mos siempre la raiz cuadrada positiva de R2.

Si resolvemos la ecuacién ( XIX.14) en relacién con la parcial

2
713.5, Obtenemos:

2 2
2 Ri.o3 — 112
T2 =

(XIX.16)

— 2
1 2,

Esto nos permite ver la relacién entre los coeficientes de las co-
rrelaciones multiples y parciales bajo una perspectiva algo dis-
tinta. En el numerador hemos sustraido la proporcién de la va-
riacién de 1 explicada por Ia 2 sola, de la proporcién explicada

por 2y 3 actuando juntas (Rf.zg). E] resultado es e] incremento
explicado por 3, después de haber permitido actuar a 2. Si dicho
incremento se divide entre la proporcién de variacién dejada sin
explicar por 2, obtenemos la parcial entre 1 y 3 controlando en
relacién con 2. Esto concuerda con nuestra interpretacién ante-
rior del coeficiente de la correlacién parcial.
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De la ecuacién (XIX.14) pueden derivarse diversas férmulas

alternativas pero equivalentes de RZ..,. Sustrayendo ambos miem-
bros de dicha ecuacién de la unidad, obtenemos:

1—Risg=1—rip — r152(1— r3y)
= (1= rH)(1— i) (XIX.17)

Esta ecuacidén indica que podemos escribir la proporcién de va-
riacién dejada sin explicar por 2 y 3 juntas, como produ-cto d3e
la proporcién inexplicada p(;r 2 y de aquella inexplicada por 3,
o en relacién con 2,
Cof.;rcf,éarrrfula de la mualtiple puede escribirse también totﬂmqqte
en términos de correlaciones de orden cero. En efecto, sirvién-
donos de la ecuacién (XIX.3) de ry3., en términos de coeficientes
de orden cero y simplificando la expresiéon algebraica resultante,

obtenemos :

2 2
Tia -+ r1g — 2719713703

2 —
Rim = 1—12,
o bien, en general:
1 e = 2r it
Rl =—3 3k ©“UWJ (XIX.18)
i 1-— rfk

En particular, si la correlacién entre las dos variables indepen-
dientes j y k acontece ser cero, obtenemos:

2 2 2
Rip=ry+r

Pueden observarse ahora algunas relaciones entre la mnltiple
Ry las diversas correlaciones totales. Es obvio que R no puede
ser menor en magnitud que cualesquiera de las_co_r'relac~10n_es to-
tales, ya que es imposible explicar menos variacién anadlendg
mas variables. Normalmente, por supuesto, la multlfplt; R sera
mayor que una cualquiera de las r totales. Su valor méximo en
relacion con los coeficientes totales suele produ'cuse cuando las
intercorrelaciones entre las variables independientes son todgs
cero. Como acabamos de ver, el cuadrado de la correlacién mul-
tiple sera en este caso igual a la suma de los cuadradqs de las
demads correlaciones. Por otra parte, si las 1ntercorrelac1one§ en-
tre las variables independientes son muy grandes en magnitud,
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la multiple R no serd por lo regular mucho mayor que la co-
rrelacion total mayor con la variable dependiente. En otros
términos: si deseamos explicar lo méas posible de la variacién de

la variable dependiente, hemos de buscar variables independien-,

tes que tengan relativamente paca relacién unas con otras, pero
que tengan por lo menos correlaciones moderadamente altas con
la variable dependiente. O expresado en otra forma: si tenemos
dos variables independientes de interrelacién alta, la segunda ex-
plicard esencialmente la misma variacién que la primera, ya que
las dos se traslapardn considerablemente. Y si no. estin corre-
lacionadas, entonces cada una explicard una porcién diferente
de la variacién total.

Hay otra razén importante para preferir las variables indepen-
dientes que no estén altamente intercorrelacionadas. No sélo
habra menos superposiciones en la variancia explicada, y por ello
menos ambigiiedad en nuestra interpretacién causal de sus su-
puestos efectos, sino que en la medida en que las variables inde-
pendientes estén altamente intercorrelacionadas, fanto las corre-
laciones parciales como las estimaciones de declives se haran cada
vez mas sensibles a los errores de muestreo y medicién. Esta
dificultad se denomina mudticolinearidad en la bibliografia econo-
métrica (véanse [4] y [12]). El problema resulta especialmente
serio cuando se utilizan bloques de variables independientes alta-
mente intercorrelacionadas, y cuando dichos bloques difieren en
cuanto al nmero de variables que contienen. (Véase [10]). Puede
demostrarse, por ejemplo, que con muy pequefias diferencias en
las correlaciones totales con la variable dependiente se produ-
cen diferencias considerables en las correlaciones parciales y en
la estimacién de los declives, de tal manera que si se confia
en las magnitudes relativas de estos coeficientes parciales, cabe
esperar encontrar diferencias considerables de una muestra a la
siguiente, o bien entre réplicas en las que se utilicen instrumen-
tos de medicién algo distintos. La conclusién es que en cuantas
ocasiones las variables independientes estén altamente interco-
rrelacionadas, resultari necesario contar famfo con muestras
grandes conio con las mediciones exactas.

A titulo de ejemplo numérico del calculo de la multiple R, vea-
mos cuanta variacién en materia de discriminacién puede expli-
carse por el porcentaje de negros y el porcentaje urbano. Sir-
viéndonos de la ecuacién (XIX.14) obtenemos:

Ring = iy + riga(1 — 73p) = (.536)2 + (.332)°[ 1 — (.536)2]
2873 -+ (.1102)(.7127) = .3658

De ahi: Ry = 605
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Por consiguiente, el porcentaje urbano explica muy. poca varia‘cié_n
por encima y por debajo de aquella explicada por el porcentaje
de negros. .y .
A titulo de control de nuestros calculos, observarr}os que e
mismo resultado debera obtenerse si dejamos que acttie primero
el porcentaje urbano.
Obtenemos en este caso:

s —r1a(tas) 536 —(.139)(—.248)
VI NT—r, /T (139)2 /T~ (~ .248)

23

= .595

Vi3 =

R} .55 = 15 + ring(1 — 713)
= (.139)2 + (.595)2[1 — (.139)2] = .3667

Asi pues,

y por lo tanto: Ryng = .605

Las férmulas del coeficiente de correlacién mﬁlti']g.)-le pueden
extenderse facilmente asimismo a un mimero cualqu1§-ra de; va-
riables independientes. Al introducir una tercera variable inde-
pendiente, designada como X,, no hacemos més que afadir a la
férmula de Rf., un término que comporta el prod.utctot del cua-
drado de la parcial entre 1 y 4, controlando en relacién con 2 y %,
y la proporcién de variacion queda inexplicada por 2 y 3. Asi,
pues:

: 2 2 2 2 .2
R1‘-"234 = rl%! + "13-2(1 — 715) + Tigos[ 1 — 173 — riga(1 712) ]

= Risy + 7{s23(1 — Ri'zs) (XIX.19)

Podemos, pues, ir afladiendo a la prorpor.c%én de la variacién
explicada, siempre que controlemos en relgggn con todas }as va-
riables previamente empleadas y a condicién que Permltamps
que la nueva parcial sélo actie sob.re aquella porcién de varia-
cién dejada inexplicada por las variables que la han precegl}.d(_).
Obsérvese, de paso, el paralelo con lo que h}glmos en el analisis
de la variancia. Segin veremos a continuacién, podemos servir-
nos de este hecho en las pruebas de significacién tanto de la
'correlacién multiple como de la parcial. Si procediéramos a
afiadir una quinta variable, obtendriamos:

2 2 2 2
R1'2345 = R]°2B4 + 715'234( 11— Rl'%4)

Podemos resolver de nuevo estas ecuaciones en relacién con los .
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coeficientes parciales. Asi, por ejemplo, tenemos (de XiX.19):

2 2
2 R1'234 — Rl'?ﬁ

F14-93 =
1- R12-23

(XIX.20)

indicando que la parcial entre 1 ¥ 4, controlando en relacién con
2 y 3, puede interpretarse como la razén de la proporcién de
variacién adicional explicada por 4, ademas de la explicada por
2 y 3, a la proporcién’ de variacién dejada sin explicar por estas
dos ultimas variables. Podemos también extender la ecuacién
(XIX.17) para comprender mas variables. Asi, por ejemplo:

1= Rige = (1= ris)(1 = 1) (1 — rsg)
¥y, en general,
I—- Rf.234..-k =(1- ) (1 — Tisa) - (1= rfk.234...(k—1)) (XIX.21)

El coeficiente parcialwltiple. En ocasiones resulta deseable
calcular una correlacién multiple entre una variable dependiente
y algunas variables independientes, controlando en relacién con
una o varias de éstas. Supéngase, por ejemplo, que se esti tra-
tando de predecir el tamafio real de la familia a partir de cierto
numero de variables independientes. Es obvio que ciertas varia-
bles como la duracién del matrimonio y la edad de la esposa en
el momento de celebrarlo han de tomarse en consideracién. Por
otra parte, estas variables son tan obvias, que el hecho de con-
juntarlas al coeficiente general multiple podria oscurecer los
efectos de las variables restantes. Asi, pues, el interés podria
fijarse en la variacién del tamafio de la familia después que di-
chas variables te6ricamente poco importantes han explicado de
la variacién todo lo que podian. Siguiendo a Croxton y Cowden
[6], indicamos la parcial-maltiple entre la variable 1 (dependien-
te) y 2 y 3, controlando en relacién con 4, por medio de r

i ° 1(28) 4"
La férmula se convierte en tal caso en:

2 2
2 _ Ryogy—ri,
1(28).4 — 2
1 T4

”La férmula anterior de la parcial-miltiple es una simple exten-
sion .de las for:mulas que hemos utilizado en las correlaciones
multiple y parcial. Dejamos primero que la variable de control 4

explique todo lo que puede. Observamos luego que R:.,, repre-
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senta la proporcién de variacién explicada por las tres variables
independientes tomadas juntas. La diferencia, pues, ha de deber-
se a las variables 2 y 3. De este modo, el numerador representa
la proporcién de variacién explicada por 2 y 3, ademas de aquella
explicada por 4. Pero, como quiera que sélo hemos de operar
con la variacién no explicada por la variable de control, dividi-

mos entre la cantidad 1 — r124. Sirviéndonos del principio consis-
tente en dejar actuar primero todas las variables de control, po-
demos escribir la férmula general de la parcial-multiple como:

2 2
_ Ri-jk---w - Ri-tu---w

r % # - 2
i(jE. o) e w0 ——
i ) 1 R'L.tu...w

(XIX.22)

Por ejemplo:

2 2
R3 “12456 — R3'124
— R2
1-R:

r2 =
3(56).124
124

La parcial-nmiltiple no parece haberse utilizado con mucha fre-
cuencia en la investigacién sociolégica, debido tal vez al hecho
de que las personas del ramo estdn poco familiarizadas con ella.
Sin embargo, como medida que permite tratar problemas de co-
rrelacion multiple y parcial simultdneamente, su empleo poten-
cial parece ser grande. En la préxima seccién examinaremos otro
tipo de empleo de esta medida.

XIX.6. Regresion multiple y no linealidad

Hasta aqui toda nuestra labor se ha basado en el supuesto de
modelos lineales. En el capitulo anterior vimos una prueba de no
linealidad, pero sélo pudimos decir muy poco a propésito de la
forma de la relacién no lineal, excepto en el caso de transforma-
ciones logaritmicas. En otros términos: no hicimos mas que
verificar en relacién con la existencia de una desviacion respecto
de la linealidad, pero no efectuamos prueba alguna por lo que se
refiere a la forma de la curva. Si bien el problema general de la
no linealidad rebasa el objetivo de este texto, podemos, con todo,
examinar brevemente de qué modo las técnicas de la regresién
multiple y de los minimos cuadrados se dejan modificar ligera-
mente para permitirnos tratar algunos tipos de problemas que
comportan no linealidad.

Como ya se sefial6 en el capitulo anterior, el niimero de formas
que la relacién no lineal puede adoptar es sumamente grande.
Consideremos ecuaciones del tipo:

Y=a+ b0, X+ b,X2+4 b X34 ... + 5 XF (XIX.23)
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Si todos los coeficientes by, bs, ..., by son cero, la ecuacion se
reduce a la forma lineal familiar. En otros términos: la recta
puede considerarse como caso particular de este tipo general de
curva, que se designa como polinomial. Y en forma aniloga, si
todos los coeficientes, excepto a, by y b,, son cero, obtenemos una

/N

Yaatb X +hoX® Y=o +bX+bX%b3X3 Y=ot BX+BXP4b3 X3k by Xt

Fic. XIX.6. Formas de polinomios de segundo, tercero y
cuarto grados.

polinomial de segundo grado. El grado de la polinomial se reficre
al exponente mdas elevado de X que tenga un coeficiente no cero.

Las polinomiales tienen una propiedad muy importante, la que
nos permite decir cual es el grado de la ecuacion que puede re-
sultar mas apropiada para nuestros datos. Obsérvese que una
polinomial de primer grado es una linea recta sin desviaciones.
Sucede que una ecuacién de segundo grado contard con una des-
viacién, describiendo de hecho la curva que llamamos parabola.
Una polinomial de tercer grado tendrd dos desviaciones; la de
cuarto grado, tres, y asi sucesivamente. Si ignoramos ciertos ca-
sos degenerados en los que las “desviaciones” no se comportan
adecuadamente, podremos dibujar las ecuaciones de segundo,
tercero y cuarto grados, como se ve en la figura XIX.6. La direc-
¢ién en que la pardbola o curva de mas alto grado “se abre”, de-
pendera del signo de los coeficientes. Lo importante es observar
que siempre habra una desviacién menos que lo que indica el
grado de la ecuacién.

Algunas veces obtenemos curvas empiricas que se parecen a
una u otra de esas polinomiales, aunque raras veces, si es que
nlguna, necesitamos ir més alld de una ecuacién de tercer grado.
La pardbola simple proporciona a menudo una adaptacién razo-
nablemente buena a los datos, sobre todo si nos damos cuenta
te que nuestra curva puede ser perfectamente plana y que nues-
iros datos no necesitan extenderse lo suficiente para completar
ln flexidn. Asf, por ejemplo, los datos podrian ser similares a los
que se indican en la figura XIX.7. Aqui, aunque no exista acaso
razon tedrica alguna para esperar que las marcas vuelvan a ba-
jur ung vez que hayamos avanzado cierta distancia a lo largo del
¢je de las X, la pardbola puede constituir con todo una adapta-
cion razonable, dentro de los limites de variacion dados en el
problema. Es, pues, perfcctamente posible que una parabola de

CORRELACION MULTIPLE Y PARCIAL 481

minimos cuadrados se adapte a los datos mucho mejor que la
recta.

Supdngase que sea efectivamente asi. ¢Cémo puede tratarse el
problema? El lector se habra ya dado cuenta, sin dudg, de la se-
mejanza entre la férmula de la polinomial general y la de la ecua-
cion de los minimos cuadrados de mas de una variable indepen-

Y

4
L-~—Recta de mejor adaptacion

f
i
|
!
t

4

4

A Limite superior después del cual
e Mf‘/_ no se dispone de datos

Fi16. XIX.7. Datos hipotéticos con una pardbola de mejor ajuste,

diente. La tunica diferencia, en efecto, estd en que hemos escrito
X2 en lugar de X,, etcétera. Supdngase ahora que hubiéramos de
representarnos X2 como variable separada y distinta de X. Mien-
tras nos servimos de simbolos abstractos esto es perfectamente
posible, aunque, admitiéndolo, esta practica no tendria mucho
sentido en términos de una variable concreta. Con todo, las ma-
teméaticas del caso resultan ser idénticas. Asi, por ejemplo, si
sospechamos que la relacién entre la discriminacién y el porcen-
taje de negros pueda representarse acaso mas adecuadamente por
medio de una curva de segundo grado, tomamos el porcentaje de
negros como una de las variables independientes X, y (el por-
centaje de negros)? como segunda variable independiente X,.
Por consiguiente, la ecuacién de segundo grado:

Y:a+b1X+b2X2

dificil de tratar por medio de los minimos cuadrados, se reduce
a la ecuacién familiar:

Y:a+b1X1+ b2X2

Para obiener una medida de bondad de ajuste a la parabola,
podemos servirnos ahora de la correlacién miiltiple entre YV y X,
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y X.. La diferencia entre el cuadrado de esta correlacién muilti-
ple y el cuadrado de la r total (suponiendo linealidad) nos dara
una medida del grado en que hemos aumentado nuestra habilidad
en cuanto a predecir la discriminacién sirviéndonos, sin embargo,
de una ecuacién de segundo grado en lugar de una recta.

En principio, el procedimiento indicado puede extenderse de
varios modos. Podrian emplearse ecuaciones de tercer grado y
mayores con objeto de conseguir una adaptacién algo mejor. Ade-
mas, pueden afiadirse al cuadro otras variables. Respecto de
algunas de estas variables independientes, puede suponerse un
modelo no lineal, y uno lineal respecto de otras. Al anticipar
tasas de discriminacién a partir de cierto nimero de variables
independientes, podremos acaso encontrar que cabria obtener
ecuaciones de prediccién algo mejores suponiendo modelos no
lineales para algunas de las variables. En particular, tal vez la
relacién entre la discriminacién y el porcentaje de negros pueda
ser de forma parabélica, en tanto que las variables independien-
tes restantes se relacionan con la discriminacién en forma lineal.
Por lo tanto, la ecuacién multiple de los minimos cuadrados
adoptara la siguiente forma:

Y = a-+ (b'le -+ b2X2) -+ b3X3 + .. - kak

en la que los dos términos al interior del paréntesis se necesitan
para describir la relacién (no lineal) entre la discriminacién y el
porcentaje de negros. En este caso también, la variable X, vuelve
a representar el porcentaje de negros al cuadrado: (porcentaje
de negros)2. Se concibe que también alguna de las otras X de la
ecuacién pueda emplearse asimismo para indicar relaciones no
lineales entre la discriminacién y las demas variables.

En el ejemplo anterior, supéngase que desedbamos obtener la
correlacién parcial entre la discriminacién y el porcentaje de
negros controlando en relacién con las variables restantes. Como
quiera que X, y X, se han utilizado para referirse a la primera
y la segunda potencias del porcentaje de negros, no tendria sen-
tido referir Y a X, controlando en relacién con todas las demas
“variables”, incluida X,. Antes bien, necesitamos obtener la co-
rrelacién multiple entre Y v tanto X; como X,, controlando en
relacion con Xg, X, ..., X;. Para lograr dicho propésito, pode-
mos servirnos del coeficiente parcial-miiltiple.

Manejo de la interaccion- como productos cruzados. En el
andlisis por dos métodos de la variancia, en el de la ¢ovariancia
(véase capitulo xx), y en relacién con las variables, dependientes
de escala nominal, concebiamos la interaccién estadistica como si
implicara cualquier diferencia de la simple adicién. Una alter-
nativa obvia para un modelo aditivo la constituye una relacién
multiplicativa del tipo que podria ser sugerido mediante argu-
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mentos verbales orientados a sefialar que, al objeto de tener
“presente” la Y, deberan tenerse “presentes” tanto.la X como
la X,. Cuando se avanza més alld de las simples dicotomias, 1?
idea, generalizada, nos dice que Y puede ser una funcién m.ult_l-
plicativa de X; y X;. La ecuacién que sigue puede constituir
una formulacion general de tal relacién.

Y = (g + B:1X1) (0 + BX3) 2

en las que los exponentes de gamma pueden ser, o bien p(?siti-
vos, en cuyo caso estara implicita la multiplicacién, o negativos,
con divisién implicada. La funcién puede desde luego ser conver-
tida en aditiva, haciendo una transformacién logaritmica de todas
las variables, pudiendo extender facilmente el principio general a
méas de dos variables independientes.

Supongamos, como aproximacién razonable, que ambos expo-
nentes fuesen la unidad, lo que reduciria la ecuacién a:

Y = (g + B1X1)(og + BeXo) = g0 + 0B1 X1 + 04B2 X5 + B1BX1 X

Vemos inmediatamente que mediante la suma de un factor que
abarca X;X, podremos manejar este tipo de mode;lo_simple mul-
tiplicativo, conservando el formato aditivo. Nos hmlta_mos a de-
nominar X;X, como X;, construyendo en consecuencia nuestra
medida de X, y continuamos adelante. Deseamos, por ejemplo,
medir el grado en que X, agrega a la variancia gx.phcada, y po-
drfamos probar la significancia de este factor adicional como se
indica en la seccién siguiente. Si hubiéramos comenzado con tres
variables independientes, podriamos haber formado tres factores
con los productos X;X,, X,X; y X,X; para determinar las tres
interacciones de primer orden, y un triple producto X,X,X; para
manejar la interaccién de orden superior. )

Es necesario formular varias advertencias. En primer lugar,
el uso de factores de productos cruzados esta justificado con base
en que la relacién “verdadera” sea multiplicativa y no aditiva, en
tanto que la “no aditividad” se refiera a cualquier tipo de sepa-
racién de la aditividad. Tenemos asi una medida de interaccién
algo mas restrictiva que la que se obtuvo en relacién con el a_n’é-
lisis de la variancia, y es posible que otros factores de interaccion
hubieran funcionado mejor (por ejemplo: X, log X,, X; cos X,
o eX: log X,). Segundo: si tomamos X3 =X;X, debemos tener
presente que X, es una funcién no lineal exacta de X;y Xo, ¥
por tanto las correlaciones mome-x}to-p»roducto de X; tanto con
X, como con X, serdn de ordinario muy a}ltas. Tendremos asi
entre manos un problema de multicolinearidad, y no podremos
tener mucha fe en nuestras estimaciones de los coeficientes de
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los factores X;. Este problema resulta particularmente serio cuan-
do se comienza con cinco ¢ seis variables independientes y se
desea tener en cuenta todas las posibles interacciones. Si las
propias variables originales estdn altamente intercorrelacionadas,
o bien forman parte de bloques, los factores de productos cruza-
dos se relacionaran con tales bloques en formas peculiares (véase
[11). En tales casos puede resultar razonable medir hasta qué
punto el grupo completo de factores de productos cruzados au-
menta significativamente la variancia explicada, mediante el uso
del coeficiente parcial-miiltiple, o comparando los multiples, con
y sin los factores de los productos. La determinacién de los
efectos de determinados factores de los productos cruzados pue-
de, sin embargo, resultar demasiado arriesgada, por razén de un
gran volumen de errores de muestreo en los que pudiera haberse
incurrido.

Hay evidentemente muchos m4s usos y mas posibles extensio-
nes de las técnicas de correlacién y regresién multiples, de los
que pueden ser examinados en un texto general. Hemos visto, sin
embargo, algunos de los principios basicos mas elementales,
los que permitirdn consultar inteligentemente con los especialis-
tas en caso de que se plantearan problemas més complicados.

XIX.7. Pruebas de significacion e intervalos de confianza

En relacién con la significacién serd necesario verificar, por su-
puesto, tanto el coeficiente multiple como el parcial. La hipéte-
sis nula y los supuestos seran similares a los que se establecieron
en el caso de la correlacién total. Una muestra aleatoria sera
supuesta como de costumbre. El supuesto de una distribucién
normal multivariable nos asegurars que cada variable esti nor-
malmente distribuida alrededor de las otras, que las variancias
son iguales, y que la ecuacién de regresion tendra la forma indi-
cada por la ecuacién (XIX.1 )4 Hechos estos supuestos, podemos
servirnos de las pruebas de anlisis de variancia para la significa-
cién de varios coeficientes parciales y multiples. Veremos pri-
mero pruebas dc significancia de correlaciones multiples, ya que
éstas son més sencillas desde el punto de vista de los conceptos
que las de las correlaciones parciales.

Como quiera que el cuadrado de la correlacién multiple repre-
senta siempre la proporcién del total de la variacién explicada
por las variables independientes actuando juntas, hemos dividido

4 Debe recalcarse una vez mds que no todas las X ; Decesitan tener dis-
tribuciones normales, en tanto la variable dependiente esté normalinente
distribuida alrededor de todas las combinaciones de niveles fijos de las
variables independientes con la misma variancia o2. Supenemos, con otras
palabras, que el factor de perturbacién &; s¢ encuenira distribuide normal-
mente con la variancia constante.
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de hecho esta variacién total en dos porciones: las sumas exp‘l}-
cada e inexplicada de cuadrados. Por lo tanto, el cuadro del ana-
lisis de variancia sera siempre similar al cuadro XIX.1.

Cuabro XIX.1. Prueba de andlisis de variangia para la significa-
cion de la correlacion miiltiple

Sumas de Grados de Apreciacion F
cuadrados libertad de la variancia
Total x? N—1 R
Explicada R23x,2 k k R Nek—1
(1—-R)Zx* 1—-R? k

Inexplicada (1 —R»)Zx?* N-—-k—1 N—r—1

En el cuadro XIX.1 hemos indicado la variable dependien_‘te
con X;, dejando que k represente el mimero de; las vanablve.‘s in-
dependientes. Si R tiene, por ejemplo, una varlable. ’dependwnte
y tres variables independientes, habra en la ecuacién d.e regre-
sién cuatro pardmetros que hay que apreciar. Por consiguiente,
sirviéndonos de la ecuacién de los minimos cuadrados para apre-
ciar la variable dependiente, deberiamos perder 4 o (k + 1) gra-
dos de libertad. Asi, pues, los grados de libertad asociados al
término de error serdn por lo regular

N—(k+1)=N—-%k—-1

Los grados de libertad asociados a la suma de. (‘:uadrados explicada
puede obtenerse a continuacidén por sustraccién. Todz} vez que los
grados de libertad para las sumas de cuadrados exppcada e inex-
plicada resultaran ser siempre k y N — k — 1, respectivamente, po-
demos escribir una férmula general de F. Obvérvese que, al igual
que en el caso de las correlaciones totales, el factor que repre-
senta la suma total de cuadrados se elimina. Obtenemos asi una
férmula general para verificar la significacién de una R multiple,
o sea: :

R2 N-k-—1

(XIX.24)
1—R? k

Fk,N—k—l =

No es necesario, por consiguiente, establecer la tabla del .ana'}-
lisis de variancia en la forma convencional. Verificando la signi-
ficacién de la correlacién muliiple que obtuvimos al exphc_ar la
discriminacién a partir del porcentaje de negros y el porciento
urbano (p. 476), obtenemos ahora:
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3658  150—3 3658 147
1— 3658 2 6342 2

= 42.39

2,147 —

que es significativa al nivel de .001.

Al verificar la significacién de coeficientes parciales, operamos
sobre la base del principio de dejar que las variables de control
expliquen primero todo lo que pueden. Tomamos a continuacién
la porcién de la suma total de cuadrados que queda inexplicada
por la variable de control, y nos servimos de ella como nuevo
total. Esta ultima cantidad se descompone luego en dos compo-
nentes, las porciones explicada e inexplicada, y una prueba F
efectuada tomando la razén de las apreciaciones de la variancia
basadas en estas dos tltimas componentes. El procedimiento se
ilustra en el cuadro XIX.2, en el que verificamos la significacién
de Ti3.2 (0‘ s€a, H0:913.2 = 0).

Cuapro XIX.2. Prueba de andlisis de variancia para la significacién
de la correlacion parcial ryg.,

Suwmas de Grggos Estimacion de la F
cuadrados libertad variancia
Total x* N-—1
Explicada
por 2 1 2x," 1
Inexplicada
por 2 (1 — r)3x, N-~-2
Explicada i
por 3 1‘13.22(1 et rm”)Exl’ i 7'13-22(1 bt fu’)le’
Inexplica- 1 — 1)1 — 72) S (N —
da por 3 (1 )l — 1) Sxd N —3 ( 7138 )(1 ~ 11®) B2 1N 3)
N-3 11—ty

Obsérvese que los grados de libertad inexplicados decrecen
en uno cada vez que se afiade una nueva variable. Por otra par-
te, en la férmula de F la expresién se simplifica de tal modo,
que resulta innecesario escribir la tabla entera cada vez que
deseamos efectuar una pruebal En el problema numérico del
que nos hemos venido sirviendo (p. 456) el valor de F de la
prueba de significancia de la relacién entre la discriminacién
y el porcentaje urbano, controldndolo en relacién con el por-
centaje ‘de negros, se convierte en:

<
—22 __(N-3)
1 - 1i3=2

F1,N——3 =

(XI1X.25)
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332)2
o (382 (147) = 18.21
1—(.332)2

Asi pues, la parcial es significativa al nivel de .001.

Si al extender este procedimiento deseamos verificar la signifi-
cacién de 7j4.43, podemos tomar como nuevo total la porcién no
explicada por 2 y 3 combinadas. Esta cantidad puede luego des-
componerse en porciones explicada e inexplicada, practicandose
la prueba de F lo mismo que anteriormente. Una vez mas, todas
las cantidades tanto del numerador como del denominador de F
se eliminaran, excepto en cuanto a los factores que comportan las
parciales. Toda vez que los grados de libertad asociados al nume-
rador serdn siempre la unidad y, como quiera que los del denomi-
nador serdn N — k — 1, podemos escribir la férmula general de la
verificacién de la parcial 75.p,..., como sigue:

rq‘,j.m/n...

— L (N—Kk—1) (XIX.26)
— T

ij.mn...t

Fl,N—k—l =

en donde ¢l nimero total de variables es k + 1.

Obsérvese que al comparar las pruebas de la significacién de las
correlaciones multiples y las parciales el término final de error
que comporta la suma de cuadrados inexplicada por todas las
variables deberd ser el mismo en ambas tablas, a condicién, por
supuesto, que se empleen las mismas variables dependientes e in-
dependientes. Ya demostramos que era asi, toda vez que sabe-
mos que:

1- Rf-23 = (1 — 7’?2)(1 - 7’?3-2)

De los cuadros XIX.1 y XIX.2 puede verse que estas expresiones
son las que figuran en las hileras inferiores de las tablas res-
pectivas.

El procedimiento que acabamos de describir para verificar las
correlaciones parciales puede utilizarse asimismo para verificar
la significacién de la parcial-multiple. A estas alturas el lector
estard ya en condiciones de verificar que, con objeto de hacer la
prueba de significacién de r, (23).45 LOMNATEMOS la suma de cuadra-

dos no explicada por 4 y 5, sirviéndonos luego del cuadrado de la
parcial-multiple para obtener la proporcién de esta nueva suma
de cuadrados, que resulta explicada por las variables 2 y 3,
Pueden calcularse asimismo intervalos de confianza para los
coeficientes parcial y miltiple, mediante una ligera modificacién
del procedimiento de transformacién de la z descrito en el capi-
tulo anterior. Podemos convertir de nuevo los dos tipos de coefi-
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ciqntes en z sirviéndonos de la tabla. El tinico cambio que se re-
quiere es que el error estdndar de z ya no nos venga dado por

1
Gz:_~“__'_‘
VN=3

En lugar de fello, en cambio, perdemos un grado mds de libertad
por cada variable afiadida, de modo que el error estandar se con-
vierte en general en:
1
Oy == = (XIX.27)
VN—k—2

en donde k representa el ntimero total de variables.
Ob‘genemos por consiguiente los intervalos de confianza del 95
por ciento para Ry.ss ¥ ri30 de la manera siguiente:

1.965, = 1.96 =.1622
\/ 146
b4 z,=2—19%0c, z,=2+190, 7 7,
Rz = 605 7010 5388 8632 492 698
Fize = .332 3451 1829 5073 181 468

Asi, pues, el intervalo de confianza del 95 por ciento alrededor
de R;.p; va de 492 a .698, en tanto que el de 73, va de .181 a .468.

Antes de terminar el presente capitulo conviene observar un im-

portante punto mds. Cada vez que afiadimos a la ecuacién de los
minimos cuadrados otra variable, sélo perdemos un grado de li-
bertad mas. Podemos, por consiguiente, afiadir variables, con una
pérdida muy pequefia de eficacia, por lo que se refiere a las prue-
bas de significacién. En ocasiones, la adicién de mas variables
podra bajar el nivel de significacién, debido al hecho de que aqué-
Ilas no contribuyen a explicar bastante variacién adicional para
compensar la pérdida en grados de libertad. No obstante, tene-
mos en la correlacién multiple y parcial un instrumento que, si
se aplica adecuadamente, es mucho mas potente que cualquiera
de los métodos que examinamos anteriormente. Sin embargo, si
el niimero de variables utilizadas empieza a aproximarse al de los
casos, podemos esperar obtener unas correlaciones miltiples muy
grandes, debido simplemente a que estamos en condiciones de sa-
car partido de las fluctuaciones fortuitas., Con 15 casos y 15 va-
riables, serd posible pasar una superficie de minimos cuadrados
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exactamente entre todos los puntos, incluso si suponemos un
modelo de tipo lineal. Por consiguiente, la miltiple R seréd auto-
maticamente la unidad. De ahi que, lo mismo que las demaés téc-
nicas estadisticas, las de regresién y correlacion multiple deban
emplearse con precaucién. A estas alturas ya no serd probable-
mente necesario sefialar que, excepto con fines de exploracion, no
deberan emplearse, a menos que los supuestos requeridos se cum-
plan, si no totalmente, por lo menos aproximadamente.

(GLOSARIO

Ponderaciones de beta
Correlacién multiple

Correlacién parcial-miiltiple
Ecuacion de regresién multiple
Distribucién normal multivariable
Correlacién parcial

Ecuacién polinomial

EJERCICIOS
1. Sirviéndose de los datos del ejercicio 1 del capitulo XvIL

a) Obténgase la correlacién parcial entre la integracién moral y la
heterogeneidad, controlando la movilidad. Calctlese asimismo
la parcial entre la integracién moral y la movilidad, controlan-
do la heterogeneidad. Respuesta, — .51; — .63.

b) Obténgase la ecuacién de minimos cuadrados multiple, tomando
la integracién moral como variable dependiente,

¢) ¢Qué son las ponderaciones beta? ¢Cémo se comparan con las
parciales obtenidas en a)?

d) Calculese la correlacién multiple, tomande la integracién moral
como variable dependiente. ¢Cémo pueden controlarse los calcu-
los? Respuesta, R = .64.

e) Verifiquese la significacién de las correlaciones miltiple y par-
cial calculadas en los apartados a) y d). Pénganse intervalos de
confianza del 99 por ciento alrededor de cada una de estas co-
rrelaciones.

2. Escribanse férmulas para fsasse, Riams ¥ Ps(a).uer. Respuesta, b)
R’;-uss = R%.2 + T245.123(1 — R24.123)-
3. Escribanse las férmulas de F que se emplearian para verificar €l
significado de cada una de las correlaciones del ejercicio 2 anterior.
ras(m).mn N7

1— 1‘25(23) 1467 2

Respuesta, (¢)F =
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XX. ANALISIS DE COVARIANCIA Y VARIABLES
SIMULADAS

Hemos estudiado el analisis de variancia en que una sola escala
de intervalo puede relacionarse con una o mas escalas nominales.
En el capitulo anterior vimos cémo las técnicas de la correlacién
podian emplearse para relacionar cualquier niimero de escalas
de intervalo. En el andlisis de covariancia combinamos ahora las
ideas basicas del andlisis de variancia y del analisis de correla-
cién, con objeto de tratar problemas que comportan mas de una
escala de intervalo en combinacién con cualquier nimero de es-
calas nominales. Asi, pues, el analisis de covariancia es una exten-
sién tedrica de estos dos procedimientos, que nos pone ideal-
mente en condiciones de tratar problemas que comporten diversas
combinaciones de escalas de intervalo y nominales.

Por desgracia, segin veremos en seguida, los célculos requeri-
dos por el analisis de covariancia son muy fastidiosos si se rea-
lizan a mano o con una calculadora de escritorio, pero noc se
plantean problemas especiales si se dispone de programas de
computacién. En un terreno ideal cabe ampliar el procedimiento
hasta incluir el manejo de un gran nimero de variables indepen-
dientes nominales y de escalas de intervalos, a condicién de que
la variable dependiente sea una escala de intervalo. En la prac-
tica, sin embargo, uno se encuentra limitado a tres o cuatro va-
riables independientes por razén de que las interacciones de mas
elevado orden resultan muy numerosas pasado aquel limite. El
analisis de la covariancia es, en su forma, equivalente a un proce-
dimiento denominado de analisis por “variable simulada”, que
sera explicado al final del capitulo. Este procedimiento equivale
a una simple ampliacién del modelo de regresidn, y el estudio de
ambos sistemas suministra una buena apreciacién intuitiva de la
relacién existente entre el andlisis de la variancia y la regresionm.

En este capitulo limitaremos nuestra atencién al caso de tres
variables, en el que tenemos una escala nominal y dos escalas de
intervalo. El problema béasico del que nos ocuparemos es el
de relacionar dos de dichas variables controlando en relacién con
la tercera. Si bien semejante control podria efectuarse tomando
categorias de la variable de control y llevando a cabo andlisis
separados en el interior de esas clases, es posible, con todo, obte-
ner una eficacia mucho mayor mediante el empleo de las técnicas
del andlisis de covariancia, a condicién de que la interaccién no
sea significativa. En otros términos: el control puede efectuarse
sin necesidad de tener que tomar un niimero sumamente grande
de casos. Efectivamente, nos servimos de promedios pondera-
dos y de procedimientos de ajuste, como lo hicimos en el caso de
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