XVIII. CORRELACION Y REGRESION [conclusion]

EN EL presente capitulo proseguimos el examen de la correlacién
vy la regresién. Se trataran primero algunas pruebas de signifi-
cacién, a continuacién de lo cual pasaremos a las relaciones no
lineales, tema que se examinara asimismo brevemente en el ca-
pitulo x1X. A continuacién estudiaremos los efectos de los erro-
res de medicién en las pendientes 'y las correlaciones. Finalmen-
te, se examinara ¢l tema de la correlacién grado-orden.

XVIIL1. Prueba de significacion e intervalos de confianza

Prueba de significacion de r y b. Como quiera que r y los coefi-
cientes de minimos cuadrados a y b sélo describen los datos de
las muestras, nuestro interés se centra por lo regular en los pa-
rametros correspondientes de las poblaciones, g, a y . En par-
ticular, deseariamos probar la hipétesis nula de que no hay rela-
cién (lineal) alguna en la poblacién, o podemos querer obtener
intervalos de confianza para ¢ o para los coeficientes de regre-
si6n. Examinaremos primero la prueba de la hipétesis nula en
el sentido de gque no se da relacién en la poblacién. Segin vere-
mos, si podemos suponer una distribucién normal de Y acerca
de X y homoscedasticidad, podemos también servirnos del ana-
lisis de la variancia para verificar la hipétesis de que g =f§=0.

Sirvamonos del hecho de que, gig_ygz_q,_e r vy b (y, por con-

siguiente, también }%y,ﬁ) tienen los mismos. numeradores una

verificacién de la hipétesis ‘de que g=0To es a51mlsmo_ de la~

=0 y viceversa. En otros-términos: si no se d aso-

dando que la ecuacién de regresién representa el caminé de las
medias de las Y para valores fijos de X, vemos inmediatamente
que siempre que B =0, las medias de las Y han de ser las mis-
mas para todos los valores de X (véase figura XVIIL.1). Esto
implica, por supuesto, que la ecuacién de regresién sea realmente
de forma lineal. En particular, si dividiéramos el eje de las X
en cierto niimero de categorias, encontrarfamos que las medias de
las categorfas de la poblacién son exactamente iguales. Asi, pues,
podemos traducir la hipétesis de que § =9 =0 en el enunciado
de que las medias de Y seran iguales para cada una de las cate-
gorias de X. Si nos imaginamos una poblacién infinita, como
habra que hacerlo para satisfacer el supuesto de normalidad,
podemos concebir el eje de las X como dividido en un ntmero
indefinido de categorfas, cada una de las cuales tenga medias
idénticas en Y. En esta forma, nuestra hipétesis cero se con-
414

endiente de la ecuacion de
regresién sera cero ¥, por tanto, la linea sera horizontal. “Récor-
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vierte en pao = w2 =u,s= ..., en donde nos servimos del subin-
dice doble para recalcar que son las medias de las ¥ las que nos
interesan y que tenemos un namerco indefinidamente grande de
categorias X.

El curso del razonamiento anterior sugiere obviamente una
extension de la prueba de analisis de variancia para abarcar un
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F16. XVIIIL.1. Representacion geométrica del hecho de que la hipo-
tesis de B =0 es equivalente a la hipdtesis p; =gz = ... = .

nimero indefinidamente grande de categorias de la variable de
escala nominal (ahora X). Recordemos los supuestos requeridos
en el andlisis de variancia. Ademas de la hipdtesis nula y del su-
puesto de que los casos se han muestreado aleatoria e indepen-
dientemente de cada una de las categorias, hemos de suponer
también poblaciones normales y variancias iguales dentro de cada
categoria. A condicién, pues, de que podamos suponer también
muestreo aleatorio, vemos que todos estos supuestos pueden
cumplirse si suponemos que la distribucién conjunta de X y Y
sea normal bivariable. El lector recordard que este ultimo su-
pueste nos asegura simultaneamente una ecuacidén de regresién
lineal, normalidad de las Y para cada valor fijo de X e iguales
variancias para todos los valores de esta variable. De hecho,
pues, los supuestos de muestreo al azar y de normalidad biva-
riable nos capacitan para servirnos del analisis de variancia con
objeto de verificar la hipdtesis de que g=f =0, aun cuando no
se requiere la normalidad de las X en tanto las g; tengan una
distribucion aproximadamente normal.

Anteriormente encontramos que era necesario obtener las su-
mas totales de cuadrados y la de entre clases y restarlas, con
objeto de obtener la suma de cuadrados dentro. Sin embargo,
al verificar la hipétesis de que ¢ =0, el proceso se simplifica con-
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siderablemente. Ya vimos, en efecto, que wp&g’nﬁge__la\
_suma de cuadrados total de la. ¥ explicada.por. X nos es dada por

- sz = T e "
r2. Y en forma analoga, la proporcién que dejamos inexplicada

o rmae

por X serd 1 —r2 Como quiera que Ta suma total de cua.drados
puede simbolizarse con Xy2, las sumas de cuadrados exphcada e
inexplicada se convierten en r22y? y (1 — r?)3y? respeciivamente.

Los grados de libertad asociados a la suma total de cuadrados
son, por supuesto, N — 1. Al calcular la suma inexplicada de cua-

Cuapro XVIIL.1. Prueba de andlisis de variancia de la hipdtesis

0=0
Suma de Grados de Apreciaciones F
cuadrados libertad de la variancia
Total Zy2 N—-1
r2xy2
i 2592 -
Explicada reZy 1 i 2N — 2)
(1 —#2)Zy? (1—r2)
Inexplicada (1~ 1r2)Zy2 N-2 —N—5

drados, tomamos la suma de las desviaciones al cuadrado res-
pecto de la linea de minimos cuadrados, y no respecto de la gran
media de las Y. Pero, con objeto de obtener la linea de los mi-
nimos cuadrados, hemos de servirnos de los dos coeficientes a y
'b. Por consiguiente, hemos perdido 2 grados de libertad, o sea uno
mds de los que perdimos al tomar las desviaciones respecto del

valor particular de Y. Podemos, pues, asociar N — 2 grados con
la suma inexplicada de cuadrados v, restando, vemos que hay que
asociar un grado de libertad a la suma de cuadrados explicada.
Los resultados pueden resumirse ahora como en el cuadro
XVIIL1. La ventaja de insertar simbolos en lugar de niimeros
en tabla estd en que vemos inmediatamente que la cantidad 3y?
desaparece cuando formamos la razén de las apreciaciones ex-
plicadas a las inexplicadas. En otros términos: la suma total de
cuadrados se elimina, y podemos escribir una férmula de F en
términos de las proporciones de las sumas de cuadrados expli-
cada e inexplicada. De este modo, la férmula de F sélo comporta
las cantidades 72 y 1 —7r2, junto con los grados de libertad de
N =2 y 1. Podemos, por consiguiente, servirnos de la férmula:

r2
——(N-2)

(XVIIL1)
1—7r

Fl,N—2 =

sin tener que ocuparnos en construir una. tabla de andlisis de
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variancia, como fue €l caso en el capitulo anterior. Como los cua-
dros para F sélo admiten pruebas a los niveles de .05, .01 y .001,
puede resultar preferible tomar la raiz cuadrada positiva de
(XVIIL1) y utilizar la distribucién ¢, con N —2 grados de li-
bertad.

Podemos ilustrar el empleo de esta prueba de analisis de va-
riancia para la significancia de r con los datos del cuadro XVII.1.
Obtuvimos alli una correlacién de r=.301 entre el porcentaje
de negros y nuestro indice de discriminacién. Al verificar en
relacién con el significado de r hacemos en realidad la impor-
tante pregunta: “¢Con qué probabilidad obtendriamos una 7 de
301 o mayor (en valor absoluto) si no hubiera efectivamente aso-
clacién lineal alguna en la poblacién?” Con objeto de efectuar
In prueba F, calculamos simplemente 72 y 1 — 2 y nos servimos
de la ecuacién XVIIL1. Asi, pues, ya que r se basaba en 13 casos,
lenemos:

(.301)2 0906
[1—(.301)2] ~ .9094

F1,11 =

Reliriéndonos a la tabla F, vemos que para 1 y 11 grados de li-
bertad necesitamos una F de 4.84 o mayor para descartar al nivel
de .05 suponiendo que la direccién no hubiese sido establecida con
nnticipacién. Decidimos, por consiguiente, no descartar la hipé-
tesis nula de que g = 0. Aparentemente podriamos haber obteni-
do una r de .301 o mayor, simplemente por casualidad, aun si no
e diera asociacién alguna en la poblacién.

Una vez mads, es necesario insistir en la diferencia entre una
prucba de significacién y una medida del grado de relacién. Si
hubi¢ramos obtenido una r de .301 con un tamafio de muestra
de 50, habriamos tenido:

Fig== 0906 48 =4.78
e = gpgg B4

o sea un valor significativo al nivel de .05. En ambos casos hemos
explicado aproximadamente el 9 por ciento de la variacién total
de ln mucestra, pero en el ultimo de ellos tenemos méas confian-
7, wnque ligeramente, de que se da una relacién en la poblacién.

Intervalos de confianza. Siempre que pueda presuponerse o
npreciarse aproximadamente una poblacién normal bivariable,
et posible construir intervalos de confianza para ¢ y B, asi como
In lnea de regresién. El error estandar de r nos esta dado por la
fovmula,

1-—p?

Op = e
VN=1
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Por desgracia, la distribucién de muestreo de r no sers por lo
regular simétrica, excepto en el caso especial en que 9=0. En
efecto, la distribucién de seleccién se distorsiona mas y més a
medida que el valor absoluto de ¢ se aproxima a la unidad. Ade-
mas, observamos que, para poder servirnos de la férmula anterior
del error estindar de r, necesitariamos conocer o poder apreciar
el valor de ¢. Estas dos complicaciones hacen que sea dificil
obtener intervalos de confianza para ¢ en forma abreviada.

Al calcular un intervalo de confianza respecto de r, converti-
mos primero 7 en una nueva estadistica z que tiene una distribu-
cion de muestreo aproximadamente normal. Ponemos luego un
intervalo de confianza alrededor de z en la forma habitual. Final-
mente, una vez anotados los limites superior e inferior de con-
fianza de z, reconvertimos estos valores particulares de z en 7,
con lo que obtenemos los limites de confianza de esta ultima,

Transformamos r en z por medio de la férmula:

147
—7r

z=1.1511og

en donde z puede tomar valores de cero al infinito. Conviene
llamar la atencién del lector acerca del hecho de que el valor z
calculado mediante la férmula anterior no tiene en absoluto
conexion alguna con los valores de Z que utilizamos con la curva
normal estandar. Los valores de z pueden obtenerse directamen-
te del cuadro K, Apéndice 2, en lugar de servirse de los logarit-
mos. Los dos primeros digitos de r se buscan de arriba abajo en
el margen izquierdo, en tanto que el tercero se localiza horizon-
talmente en la parte superior. Los valores de z correspondientes
estan dados en el cuerpo del cuadro. Asf, por ejemplo, una z de
0.3228 corresponde a una r de .312; una z de 1.3892 corresponde
a una r de .883. Al servirnos del cuadro K, prescindimos del sig-
no de r, asignando a z el signo correspondiente una vez hallado
su valor numérico. Obsérvese que los valorés de z sélo son lige-
ramente mayores que r cuando |r| < .40, pero a medida que r
crece, z empieza a tomar valores mayores que la unidad.

Podemos servirnos ahora de la transformacién de z en un pro-
blema de intervalo de confianza. La distribucién de seleccién
de z es aproximada a la normal, aun para N pequefias y desvia-
ciones moderadas de la normalidad bivariada. Su error estédndar
nos estd dado por:

1
0y = —— (XVIII.2)

VN=3

Y esto no sélo permite servirse de la tabla normal, sino que he-
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mon climinado ademads la necesidad de haber estimado g, ya que
ol error estindar de z sélo depende de N. Tomando como ejem-
plo numérico la correlacién de (301 entre el porcentaje'de negros
y In discriminacién, hallamos que el valor cgrrespondllente de z
en e 0.3106. Como quiera que no habia mas que 13 casos, te-

HENION S
1
0, = ——-1—-———- =——=0.3162
V13=3 /10

Supdngase que deseamos obtener para ¢ un interw‘/alo de con-
flanza del 95 por ciento. Primero calculamos dicho intervalo en
tdrminos de valores de z. Asi, pues, tomariamos:

7+ 1960, = 0.3106 = 1.96(0.3162)
= 0.3106 = 0.6198

o consiguiente, el intervalo de confianza alre»dedqr .de z va .de

092 a + .9304. Obsérvese que para obtener el limite inferior
luvimos que restar un ndunero mayor, numér:ic;amente, que 0.3106.
I'sto da un resultado negativo, lo cual significa a su vez que el
vilor de r correspondiente a dicho limite inferior ha de tomarse
tamhién como negativo. Buscando los valores de r correspon-
tllentes a los dos limites de confianza de z, obtenemqs los valo-
res de — 300 y 731 para los limites inferior y superior respec-
tivinmente. ‘ L

Obsérvese que el intervalo no es totalmente simétrico en ,re'la-
¢lém con ¢l valor de .301 obtenido para r. En este caso, el llmlte
superior estd algo mas cerca de r que el limite inferior. S’vl hu-
bhi¢rnmos hallado una r de .80, el intervalo resultante habria es-
tndo todavia mas distorsionado en la misma direccién. Puede
comprenderse intuitivamente que esto sea asfi si tenemos pre-
senle (ue, siempre que empezamos a acercarnos z.a.! llmltg Su-
perlor de la unidad, ponemos también una restriccién al limite
stperior del intervalo de confianza. ]En esta forma, resultaria
Imposible, por ejemplo, ebtener un intervalo de confianza de
B6 1,16, Si ocurre que r sea negativa, la d1reoc101} de la distor-
aldm serd opuesta, por supuesto, a la anterior. El 1nterva’lo» sola-
mente llegard a ser simétrico en relacién con r cuando ésta sea
Ipunl o cero. i

Podemos interpretar este intervalo de confianza en la forma
hinbitual, Nucstro procedimiento es tal que a la lar_ga podemos
esperne oblener intervalos que incluyan ql' va'lo_‘r. (fijo) de' o el
9% por ciento de las veces. Podemos también utilizar talt;s inter-
vilos de confianza como verificaciones implicitas de hipétesis.
I'n ol problema anterior, en efecto, ya hemos observado que el
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limite inferior del intervalo es negativo. Y como quiera que cero
esta incluido en el intervalo, sabemos inmediatamente que no
descartariamos la hipétesis nula de que 0=0. Y si quisiéramos
verificar algin otro valor supuesto de 0, procederiamos igual.
Si por ejemplo hubiéramos anticipado que p = .80, habriamos
descartado al nivel de .05, ya que este valor cae fuera del limite
superior de .731.

Serfa conveniente también calcular intervalos de confianza a
propésito de otras medidas de grados de relacién. Por desgracia,
se conoce demasiado poco acerca de las distribuciones de mues-
treo de la mayorfa de las medidas de asociacién en materia de
problemas de contingencia para poder construir intervalos de con-
fianza en relacién con ellas. Haggard [11] sugiere un método
para computar intervalos de confianza acerca de r; o correlacién
interclase, y Goodman y Kruskal [10] discuten la distribucién
de muestras de varias medidas nominales y ordinales.

Ocasionalmente se quiere poder poner un intervalo de con-
fianza con referencia a b, o se puede tener necesidad de encon-
trar un cinturdn a cuyo interior pueda esperarse que la verdade-
ra ecuacién de regresién se encuentre. En ambos casos podemos
servirnos de la distribucién ¢ en forma relativamente directa. La
apreciacién del error estindar de b estd dada por:

A
A O-lllz

R e —— (XVIIL3)
T (X;—X)2
4=l

en donde se recordard que:

A N Y, ~Y,)?
Oyle= 4/ = _.(_.____ﬂz__
t=1 N-—2

Con fines de calculo puede demostrarse algebraicamente que:

. ; ) . .
2= Yy=b 2 (X - X)(Y; - Y) (XVIIL4)

A —
Oylo =

N-2

Podemos servirnos ahora de los céalculos numéricos obtenidos
ya para los datos de discriminacién del cuadro XVIL1, con lo
que obtenemos:

lea = ‘/ 560024 — 19.931(2 553.77)

i =/46 284 = 215.1
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Y 215.1 215.1
Oy = =TT 2 19.00

\/128.131 11.32

SI deseamos calcular el intervalo de confianza del 99 por ciento,
recurrimos directamente a la tabla ¢ y nos servimos de N —2
w 11 grados de libertad. Obtenemos en esta forma:

b = (3.106)(19.00) = 19.931 + 59.014

* Al apreciar la ecuacién de regresién, vemos que nuestra me-
jor npreciacién singular (de “punto”) es la linea de los minimos
condrados. Como quiera que la cantidad que estamos aprecian-
do nhora ya no es un valor singular, sino una linea entera, nues-
trn upreciacidn del intervalo ya tampoco serd un intervalo, sino
unn banda a ambos lados de la linea de minimos cuadrados. De
huenas a primeras podria esperarse que dicha banda consistiera
on dos lfneas paralelas a la de los minimos cuadrados. Sin em-
hargo, semejante banda implicaria que conocemos la verdadera
pendiente y que la tinica fuente de error esti en la apreciacién
tle . Hemos de recordar que se aprecian ahora dos cantidades
(ny (1), y, por lo tanto, tenemos dos fuentes de error. El lector
hn de percatarse por si mismo de que toda vez que la pendiente
puedo habese apreciado asimismo incorrectamente, cuanto maés

nas vamos alejando del-punto (X, Y'), tanto mayor resulta la im-
jweclsién, La banda de confianza adopta la forma general de la
flgura XVIIL2.

* Para trazar esta banda de confianza, serd necesario calcular
¢l error estdndar de Y, para varios valores de X. La apreciacién
del error estandar nos estd dada por la férmula:

1 X —X)2
3,,,,= Oylo —+—————-————N( ) (XVIIL5)
N 3 (X;—-X)

4e=1

en donde ¢l valor particular de X a utilizar en (X — X)? puede
ponerse en cualquier lugar del eje de las X. Obsérvese, de paso,
que cuanto mas lejos X queda de X, tanto mayor es el valor nu-
mdrico del error estindar. Supdngase que deseamos obtener el
error estdndar estimado cuando X =10.0. Como quiera que

X 4837, obtenemos:

b, = 2151 | L (100 — 48372

=215.1~/.28496 = 114.86
13 128.131
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* Sirviéndonos nuevamente de la tabla ¢ y de un intervalo del

99 por ciento respecto de Y, calculado para este valor fijo de X,
obtendriamos :

Y, = (3.106)(114.86) =Y, = 356.8

Una vez que hayamos obtenido otros intervalos semejantes de
Y, para otros valores particulares de X, podemos trazar la gra-

b4

X

F1c. XVIIL.2. Banda de confianza con respecto de la recta de
mininos cuadrados,

fica de la banda entera. Inatil es decir que el procedimiento en
cuestién se harfa muy fastidioso si se deseara obtener la banda
entera y no se contara con calculadoras.

Probando la diferencia entre dos correlaciones. Como se indicé
antes, tiene habitualmente mas sentido tedrico el comparar dos
o mds -declives que el comparar correlaciones: tal comparacion
entre declives ocupard nuestra atencién en el capitulo xx sobre
andlisis de covariancia. Sin embargo, ocurre con frecuencia que
se han obtenido varias correlaciones y se desea establecer que una
de ellas es significativamente més alta que las demas. Mientras
nos contentamos en describir relaciones dentro de nuestra mues-
tra particular, podemos comparar simplemente las magnitudes
relativas de las dos r y registrar la magnitud de la diferencia.
Sin embargo, si deseamos generalizar a una poblacién mayor,
plantéase la cuestién de si la diferencia obtenida pueda o no de-
berse acaso al azar. Supédngase, por ejemplo, que se han obte-
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nido una r de .50 y otra de .30. Puede desearse verificar la hipé-
tesis nula de que las dos correlaciones de las poblaciones son
id¢nticas, esto es, gq = ga.

Cabe imaginar dos situaciones distintas en las que podrian
hacerse verificaciones de esta clase. Primero, pueden acaso te-
nerse dos muestras independientes y desearse comparar los gra-
dos de relacién entre X y Y y dentro de cada una de las muestras.
Asf, por ejemplo, la relacién entre el porcentaje de negros y la
discriminacion puede acaso no ser la misma en los estados del
Sur que en los del Norte. Podria en este caso establecerse la hipo-
tesis de investigacién de que g,, es mads alta en el Sur que en el
Norte, verificando la hipétesis nula de que las dos correlaciones
son iguales. Un segundo tipo de situacién, facil de confundir con
¢l primero, puede presentarse cuando se dispone de una sola
muestra. Puede haber en este caso una sola variable dependien-
te (por ejemplo, la discriminacién) y dos variables independientes
(por ejemplo, el porcentaje de negros y el porcentaje de mano
de obra empleada en la industria). Puede acaso desearse esta-
blecer que una de estas variables independientes estd mas direc-
tamente relacionada con la variable dependiente que la otra. Si
designamos la segunda variable independiente como Z, podemos
tener interés en verificar la hipétesis nula de que g,, = o, Vea-
mos primeramente cémo tratamos el primer tipo de situacién,
para pasar luego a la prueba de una sola muestra.

Si las dos correlaciones se basan en muestras independientes,
podemos convertir cada una de las r en z y servirnos de la férmu-
la del error estdndar de la diferencia entre las z, que es analoga
a la del error estandar de una diferencia entre medias y se pre-
scuta como sigue:

1 1
Opy g = XVIIL.6
21— J N, 3 + N.—3 ( )

Podemos a continuacién ya sea establecer un intervalo de con-
lianza relativo a (z; — z,) o buscar el valor de:

7 (21 —~22)—0

Gzl —&

¢n la tabla normal. El cero figura en la férmula anterior debido
al hecho de que nuestra hipdtesis nula adopta la forma o, = gs.

Supdngase que para 17 ciudades del Sur la correlacién entre el
porcentaje de negros y la discriminacion resulta ser de .567, fren-
te a la de .301 de las ciudades del Norte. Asi, pues:

r; = .301 12 = 567
2, =0.3106 2o = 0.6431
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y

Os 22 =\ 10+ 1= /1000 4 .0714 = 414
Por lo tanto:

3106 — 6431 ~.3325
Z = =

= —.803
414 414

y vemos que esta diferencia de las r no es significativa al nivel
de .05. Asi, pues, pese a que la correlacién sea mayor por lo que
se refiere a las ciudades del Sur, esta diferencia puede deberse
simplemente al azar. :

En el segundo tipo de situacién mencionado, no disponemos
de dos muestras independientes y no podemos, por consiguiente,
servirnos de la misma férmula del error estindar de 71— 22. Se
dispone de un método para tratar este tipo de problema, a condi-
cién que sélo tengamos interés en generalizar a subpoblaciones
de todas las muestras posibles para los que X y Z (las dos varia-
bles independientes) tienen las mismas combinaciones de valo-
res que las de la muestra particular que hemos obtenido. En la
mayoria de los casos practicos puede prescindirse impunemente
de esta restriccién, a menos que exista alguna razén para supo-
ner que el margen de variacién es mucho mayor en la poblacién
que en la muestra estudiada, en cuyo caso deberemos de todos
modos guardarnos de generalizar en un sentido o en otro,

Si verificamos la hipétesis nula de que 9., =@, formamos
t de la manera siguiente:

t:(r@,,—-r,,,)g/ (N =3+ 70e)
2(1 - 7‘.11/2 - rwzz - rzy2 + zrm/ra;zrzy)

(XVIIL7)

Podemos buscar luego el valor de ¢ en el cuadro, sirviéndonos
de N — 3 grados de libertad. En nuestro ejemplo numérico, su-
poéngase que la correlacién entre X Yy Z para las ciudades del
Norte resulta ser de .172 y que la correlacién entre Y y Z es de
.749. Tendriamos en esta forma:

10(1 4+ .172)

t= (301 = 749) o/
V/zu — 3012 — 1722 — 7492 ¥ 2( 301)(.172)(.749) ]

= —1.72.

Comio tenemos 10 grados de libertad, vemos que no podemos
descartar la hipétesis nula de que no hay diferencia entre las
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correlaciones de las poblaciones de cada una de las variables in-
dependientes con discriminacién.

XVIIL.2. Correlacidn no lineal y regresién

Hasta aqui hemos venido suponiendo que la ecuacién de regre-
sién era de forma lineal. En muchos problemas sociolégicos
précticos, €l modelo lineal, aunque tal vez no exacto, da con todo
una aproximacién bastante cercana a la forma verdadera de la
ecuacién, de modo que no necesitamos ocuparnos de modelos
alternativos mas complicados. Esto es asi, en particular, en rela-
cién con los estudios de exploracién en los que ¢l grado de adap-
tacién no es excesivamente exacto. Hay casos, sin embargo, en
los que la inspeccién del diagrama de dispersién podra indicar
claramente una relacién no lineal, o en los que nuestra teoria
ha anticipado una relacién de esta clase. Siempre que se dé una
relacién no lineal semejante, el coeficiente momento-producto
dara obviamente una subestimacién del grado verdadero de rela-
cién, ya que este coeficiente sélo mide el grado de adaptacién
de la mejor recta singular. Ya vimos que con una curva en
forma de U es posible tener una fuerte relacién con una r de apro-
ximadamente cero, y se advirtié al lector que era, por lo tanto,
incorrecto sacar la conclusién de que dos variables son indepen-
dientes simplemente porque r sea cero. Si el diagrama de dis-
persién indica una distribucién de puntos mas o menos al azar,
podemos concluir que no existe relacién, pero hemos de estar al
acecho al propio tiempo de las relaciones no lineales. Esta es,
por supuesto, una razén més en favor de que el lector debe acos-
tumbrarse a trazar siempre diagramas de dispersién antes de
seguir adelante con el anAlisis.

El tema general de la correlacién y la regresién no lineales es
demasiado complejo para poder tratarlo adecuadamente en este
texto. La razén de la complejidad del an4lisis no lineal estd en
que, una vez que progresemos mds alld de la ecuacién de la recta,
hay numerosos tipos de ecuaciones que representan las distintas
formas posibles susceptibles de ser adoptadas por las relaciones
no lineales. Sélo las mas simples de estas ecuaciones pueden
tratarse aqui. Afortunadamente, estas ecuaciones relativamente
sencillas suelen ser por lo regular adecuadas para la solucién de
las clases de relaciones que se plantean en la investigacién socio-
l6gica. Un tipo general de funcién no lineal puede representarse
en términos de polinomios de grado enésimo, que tienen ecua-
ciones de la forma:

Y=a+bX +cX2+dX3+ ... + kXn

El examen de las relaciones no lineales de este tipo general lo
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dejaremos hasta el préximo capitulo, o sea hasta el momento de
emprender el estudio de los problemas de regresion mudltiple.
En efecto, una vez comprendidos estos problemas de regresién,
dispondremos de un método relativamente simple para el trata-
miento de aquellos tipos de relaciones no lineales que se dejan
describir adecuadamente por medio de polinomios,

Algin otro tipo de relaciones no lineales relativamente sencillo
puede tratarse a menudo mediante una transformacién de varia-
bles que permite el empleo del modelo lineal familiar. Este pro-
ceso puede ilustrarse con el caso de las funciones logaritmicas
representadas por ecuaciones del tipo:

Y=a+blogX

que presentan la forma general de la figura XVIIL3. En una
ecuacién de este tipo, en efecto, Y es en realidad una funcién
lineal no de la X misma, sino de su logaritmo. Esto sugiere que
si podemos transformar cada una de las marcas de X en una
nueva variable Z = log X, podemos escribir ¥ como funcién lineal
de Z. Asi, por ejemplo:

Y=a+blogX=a+bZ

Podemos calcular ahora la correlacién entre ¥ vyZ (oseadeY
y de log X) en la forma habitual. Si damos a conocer la distribu-
cién de las marcas a los ejes de las ¥ y las Z, el resultado habri
de ser aproximadamente de forma lineal. Sj queremos, podemos
comparar el grado de relacién entre Y y Z con el que existe en-
tre Yy X. Sir, es significativamente mayor que r,,, entonces
€l modelo logaritmico da una mejor aproximacién que el modelo
lineal entre X y Y.

Los modelos logaritmicos del tipo anterior se presentan a me-
nudo en casos en que la variable independiente X asume un gran
margen de valores, pero en los que, una vez alcanzado cierto
valor, los aumentos ulteriores producen cada vez menos efecto
sobre la variable dependiente. La magnitud de una ciudad es una
variable que presenta con frecuencia esta clase de efecto. Es
posible, por tanto, que las ciudades de mas de 500 mil habitantes
presenten todas ellas marcas de ¥ muy parecidas. Pero, si se
incluye en la muestra a la ciudad de Nueva York, por ejemplo,
el valor de X para esta ciudad sera tan superior al de las demas
ciudades, que el efecto neto consistira en inclinar la relacién en
forma muy parecida a 1a de la figura XVIIL.3. En tal caso podra
resultar preferible relacionar ¥ con log X, ya que el hecho de
tomar el logaritmo de la magnitud urbana producira €l efecto
de agrupar las marcas extremadamente grandes y de disminuir
el “efecto de curvatura” de estas ciudades mayores.
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En cierto nimero de casos el investigador no tendra tal vez
interés en hallar la forma exacta de la ecuacién de prediccién
que mejor se adapte a sus datos. Acaso sélo trate, por ejemplo,
de demostrar que la relacién es de forma no lineal, o de obtener
una medida para el grado de relacién, independientemente de su
forma. Cuando pueda efectuarse una transformacién sencilla

Y

X(MYC)

X

F16. XVIIL.3. Ecuacioén logaritmica de minimos cuadrados de la
- forma Y =a+ blogX.

como la logaritmica, serd indudablemente ventajoso serv}irse de
dicho procedimiento. Pero aun asi, el investigador querri acaso
verificar si la medida que ha obtenido constituye o no una buena
aproximacién del resultado que habria hallado si se hubiera
encontrado la mejor adaptacién posible. Con objeto dc? tratar
los problemas de esta indole, podemos servirnos de los principios
bésicos del anélisis de variancia y de algunas de las medidas de
los grados de asociacién desarrolladas en el capitulo sobre ana-
lisis de variancia.

El lector recordard que para obtener la suma de cuadrados
“dentro” en el andlisis de variancia de una forma tomamos la
suma de las desviaciones al cuadrado de cada una de las mveud'ia's
de las categorias. Supongamos ahora que las X se han subdivi-
dido en cierto ntimero de categorias y que la suma de los cua-
drados en Y se analizaban en la forma habitual. Sabemos que
para toda categoria dada de X la suma de los cuadrados ale:efie-
dor de la media de la categorfa producird un resultado numérico
inferior al de la suma de los cuadrados alrededor de cua}lqujer
otro ndmero. Siguese, en particular, que la suma interior de
cuadrados serd menor que la suma de las desviaciongs cuadra-
das respecto de aquellos puntos de la linea de minimos cua-
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drados que caen en los puntos medios de los intervalos (véase
Ia figura XVII14).
Si ocurre que la ecuacién sea de forma lineal, podemos esperar

que Y,; caera aproximadamente en la linea de los minimos cua-
drados, de modo que cambiars poco que las desviaciones se to-
men respecto de las medias de las categorias o respecto de Ia li-

4

® = Medias reales de las categorias

i’:

|
ro
|
|
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I
I
|
i
|
]
|
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!

4 A2 X3 Xa X Xe X

F16. XVII14. Comparacion de las desviaciones respecto de la rec-
ta de minimos cuadrados con las desviaciones respecto de las
medias de las categorias.

nea en cuestion. Por otra parte, si la ecuacién es realmente no
lineal, entonces, para algunas, al menos, de las categorias, la suma
de los cuadrados referidos a la media de la categoria sera consi-
derablemente mas pequefia que la de los cuadrados referidos a
la linea de los minimos cuadrados. En otros términos: la suma
interior o inexplicada de cuadrados serd minima empleando las
medias de las categorias y, por consiguiente, la suma de cuadra-
dos entre categorias, o explicada, serd maxima, Asi, pues, la
proporcién de variacién explicada por las categorias, medida por
la razén de correlacién E?, seri mayor que la proporcién expli-
cada por la linea de minimos cuadrados, a menos que la verda-
dera relacién sea efectivamente lineal.

Podemos sacar utilidad de este hecho practicando una prueba
de no linealidad. Si formamos la cantidad E2 — r?, obtenemos la
proporcién de variacién explicada en el supuesto de una forma
cualquiera de relacién no explicada por una relacién lineal. Es
obvio que para obtener E2 permitimos que la relacién adopte

CORRELACION Y REGRESIGN 429

cualquier forma posible, ya que sélo hemos tomado desviaciones
respecto de las medias de las categorias, prescindiendo de dénde
estas medias acontezcan encontrarse, Nos estamos preguntando
fundamentalmente en cuénto podemos mejorar nuestra posi-
bilidad de predecir valores de Y no restringiéndonos al modelo
lineal. Si la mejora es mayor de lo que esperariamos del azar

Cuapro XVIIL.2. Prueba de andlisis de variancia para el caso de
no linealidad

Sumas Grados Estimacio-

de de nes de la F
cuadrados libertad wvariancia

Total Sy N—-1
Explicada por el mo-

delo lineal r2Ey2 1
Adicional, explicada

por el modelo no (E2—r2)sy?

i E2—2)3y2 f-2 0
lineal ( r2)Zy P (E2— ) (N—E)
1—~E2)> 1—E2)}(k—2

Inexplicada (1—E2)Sy2 N—k —(-—N——),z-ﬁ ( Yk —2)

en el supuesto de que la ecuacién de regresién sea efectivamente
lineal, entonces podemos concluir que la relacién es no lineal.
La prueba de analisis de variancia que emplearemos para veri-
ficar Ia no linealidad asume una forma con la que no tardaremos
en familiarizarnos. Hallamos primero la cantidad de variacién
que puede explicarse sirviéndonos del modelo lineal. Algebraica-
mente, esta cantidad puede representarse como 725y2. De la va-
riacién dejada sin explicar por el modelo lineal, (1—72)Zy2,
vemos a continuacién qué tanto pueda explicarse por medio del
modelo general. Como quiera que E2¥y? nos da la suma de cua-
drados que puede explicarse por ¥ cuando no pesa sobre la for-
ma de la relacién restriccién alguna, la cantidad (E% —12)3y2
representa el incremento explicado debido a la no linealidad. Su-
poniendo que no haya errores de redondeo, esta cantidad habra
de ser siempre positival Y como quiera que la cantidad (1 —
E*)Zy? nos da la suma de cuadrados que no resulta explicada ni
siquiera por el modelo mejor adaptado, podemos efectuar una
prueba F tal como se indica en el cuadro XVIII2. Como de cos-
tumbre, el denominador de F es el término de error ¥y, como

L Siempre que N sea pequefia y sélo pueda, por tanto, usarse un corto
nimero de categorfas, resulta poco realista el supuesto de que Jas puntua-
ciones de X estin agrupadas en los puntos medios de cada intervalo. Esto
puede llevar a agrupar los errores, dando un valor a E2 menor que r2,
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quiera que estamos verificando en relacién con desviaciones res-
pecto de la linealidad, tomamos como numerador una aprecia-
cién de la variancia basada en (E2—r2)3y2, o sea la cantidad
explicada por el modelo general mejor, que no ha sido explicada
todavia por el modelo lineal. Los grados de libertad asociados
al numerador pueden obtenerse por sustraccién.

Una vez mas observamos que la suma total de cuadrados se
elimina, dejandonos con la siguiente férmula para F:

(E? —1r2)(N — k)
(1-E?)(k—2)

Fy sy—x= (XVIIL8)

en donde k representa el ntimero de categorias en las que se ha
descompuesto X.

Ilustremos la prueba de no linealidad con los datos que se
agruparon en el cuadro XVIL.2. Segin puede comprobarse fa-
cilmente, las sumas total y entre categorias de cuadrados en Y
son como sigue:

SC total = 101 115.38 — 92 132.04 = 8 983.34
SC entre categorias = 94 792.59 — 92 132.04 = 2 660.55

en donde hemos tratado todas las marcas de Y como si se encon-
traran en los puntos medios de sus respectivos intervalos y en
donde nos hemos servido de los procedimientos para los datos
agrupados (véase sec. V1.4). Por lo tanto:

N SC entre cuadrados _ 2 660.55

E2 = = = .2962
SC total 8 983.34

Toda vez que anteriormente encontramos una r de —.460 supo-
niendo una relacién lineal, obtenemos:
2962—(—.460) 150—9 0846 141  11.929

ES = =242
1—.2962 9-2 7038 7 4.927

Ty141 =

vy vemos que al nivel de .05 podemos descartar la hipétesis nula

‘de una relacién lineal entre el porcentaje de personas clasifica-

das como trabajadoras de granjas rurales y el porcentaje de mu-
jeres que trabajan en la industria.

Si una relacién resulta ser no lineal en cuanto a la forma, es
muy posible que r no sea significativa estadisticamente, en tanto
que E si lo sera. Por supuesto, la significacién de E puede com-
probarse por medio de un andlisis directo de variancia, tomando
la razén de las estimaciones explicada e inexplicada de la va-
riancia. Son, pues, asi tres las pruebas que pueden efectuarse,
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a saber: I) la de la significacidn de »; 2) la de la significacién
de las desviaciones respecto de la linealidad (E2—2),y 3) la de
la significacién de E.

Si se encuentra una relacién no lineal y se desea una estima-
cién del grado de relacién en la poblacién, es preferible servirse
de la razon de correlacidn insesgada g, examinada en el capitu-
lo xvi y dada por la férmula:

Ve

2] —
€ v,

yir que el valor numérico de E es funcién del ntmero de catego-
rlas empleadas y probablemente sobrestimara ligeramente por
lo regular la relacién en la poblacién. Si ya se ha calculado E, el
villor de ¢ puede también calcularse a partir de la férmula:

, BP(N—1)—(k—1)
- N—k

(XVIILY)

XVI11.3. Efectos de los errores de medicion

81 hay mediciones de error en X o Y, bien sean al azar o siste-
milicas, puede esperarse una alteraciéon en nuestros resultados.
linto se aplica por supuesto a todas las pruebas y mediciones que
hemos cxaminado hasta ahora, incluso los procedimientos no
puramétricos. En realidad, uno de los tipos de errores de medi-
cidn mas comunes en sociologia, ciencia palitica y la mayoria de
ln# vestantes ciencias sociales, pareceria ser consecuencia del uso
de dicotomias mas bien burdas, tales como alto y bajo o presente
y ansente. No se comprenden bien las consecuencias que se deri-
van de los errores de medicién, pero la mayor parte del trabajo
ainlenitico sobre el tema se ha llevado a cabo en las escalas de
intervalo y en los problemas que implican analisis de correlacion
y vegresion. El tema es por desgracia demasiado téenico para ser
tintindo cn el presente texto, pero resultard conveniente pronun-
vl por lo menos algunas palabras precautorias.

41 hay una medicién de error sistemaética, o no aleatoria, cual-
yuler lipo de distorsidn resulta posible, siendo asi necesario ex-
phivin cudles son las fuentes del error no aleatorio y la forma en
diee actnan. Si se comparan por ejemplo las medias de tres mues-
tvan, v ol error de medicidn es tal que coloque las medias de las
muentras segunda y tercera cercanas a la correspondiente a la
i iy, no so logrard significacidén estadistica cuando, con base
en mrdiciones mas exactas, pueda rechazarse facilmente la hipé-
teain nuln, Pero si los errores de medicidn son estrictamente al
as, resultard posible tener una mayor claridad acerca de los
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efectos de tales errores. En general, las medidas de asociacion
resultaran atenuadas por los errores aleatorios de medicién en
cualquier variable. Por ejemplo, en el anélisis de las situaciones
de variancia, las mediciones aleatorias de error en la escala de
intervalos aumentardn las variaciones dentro de las categorias,
pero no afectardn sistematicamente las variaciones entre las cate-
gorias, lo que hara bajar tanto el valor de F como la correlacién
interclases.

En €l caso de dos escalas de intervalo los errores aleatorios de
medicién en cualquier variable reducirédn la magnitud del coefi-
c'iente de correlacién. En algunos textos elementales de estadis-
tica se examinan los procedimientos correctivos de atenuacién,
pero se hace basdndose en supuestos especiales, inapropiados
para uso en la investigacién sociolégica. (Véase [3].) En general,
cuando se cuenta con dos o més medidas de cada variable, resulta
posible obtener estimaciones corregidas bajo grupos variables de
supuestos. (Véanse [2], [6] y [14].)

Si hay errores aleatorios de medicién en Y pero no en X, po-
demos concebir la situacién como una contribucién que alcanza
sélo al factor de error en la ecuacién Y; = o + BX; + &;, pudiendo
demostrarse que no habra efecto sistematico en la estimacién b
del declive, salvo que el error estdndar en tal estimacién se vexflg
incrementado debido al aumento del error en la variancia. Pero

si hay también error aleatorio de medicién en X —Ilo que €s muy -

pqsible en toda investigacién realista—, la estimacién b,, del de-
clive se ver4 asimismo atenuada. En el caso de muestras grandes

puede aplicarse una férmula aproximada para determinar el va-

lor esperado del declive b,,:

2 2
E( bﬂw, ) — 6 Oy "-:ﬁ L%

Oz 0,2 + 0,2

en la que X’ representa el valor medido de X, tal como se le re-
presenta en la ecuacién X’ = X + u, en donde se supone a # como
un componente estrictamente aleatorio, con valor esperado igual
a cero, y sin que haya correlacién entre uy X. La razén de la
atenuacién estriba en que la variancia del valor medido X’ serd
mayor que la variancia verdadera de X, segiin la férmula:

O 2 = 0,2 + 6,2

Vemos asf que la atenuacién en la estimacién de un desnivel
es funcién de la variancia del error de medicién, relativa a la
variancia en X,

.I*;ste hecho tiene consecuencias importantes en la practica. Sig-
nifica que en cuantos casos haya error aleatorio de medicién en
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una variable independiente, no podemos contar con iguales decli-
ves estimados, incluso en el caso de que los declives verdaderos
lo sean. Si varias poblaciones (o muestras) difieren con respecto
u la cantidad de variacion en X, incluso con las mismas varian-
¢ins de error de medicién, las atenuaciones de los declives diferi-
riin. Vale la pena tener esto presente cuando se llevan a cabo
comparaciones de los resultados de diferentes estudios. La difi-
vultad sefialada se aplica también a todas las medidas de asocia-
¢lén, y no puede ser considerado como un defecto privativo del
antlisis de regresion.

XVIT1.4. Escalas ordinales: correlacion de rangos

Nos hemos ocupado ahora de medidas de asociacién que pueden
wlillzarse para relacionar dos escalas nominales (42, 15, etcétera),
uhn escala nominal y una de intervalo (correlaciéon intraclase), y
don escalas de intervalo (r). Las tres medidas que vamos a exa-
inlnar en esta seccién, o sean la 7, de Spearman y la tau y la gam-
min de Kendall, pueden emplearse para relacionar entre si dos
escalus ordinales. A condicion que las dos variables pueden ali-
mwenrne, cualquiera de estas dltimas medidas puede emplearse
pmra dor correlaciones que son algo parecidas a las del momen-
tproducto.

|.as medidas ordinales examinadas en esta seccién resultan
sproplndas cuando la relacién entre X y Y es la que se denomina
twonordnica en aumento o bien monotdnica en disminucion. La
ey de linealidad es desde luego inapropiada en el caso de las
saialny ordinales, como lo es también la idea de una distancia
entre valores de X (o de Y). Podemos, sin embargo, hablar de
velaclines que se encuentran en aumento (o disminucién) cons-
faie. 1nn funcién de aumento monoténico es aquella que o bien
vteoe slempre o permanece constante, a medida que X aumenta.
Hn otran palabras: cuando X aumenta, ¥ no disminuye. Una fun-
st linenl constituye un caso especial de una funcién monoté-
whn e numento (o disminucién), pero también lo es una funcién
lgarthinien tal como Y =a+ blog X. Reconocemos dos clases
de yulacldn no lineal, a saber: las que son monoténicas y las
#ie 1o o son. El dltimo tipo de relacidon no lineal tendrd por

sipuesto iy 0 mas curvaturas o inversiones de direccién, como
gjmupliticn una pardbola o ecuacién de tercer grado.
t'on frecuencin encontramos proposiciones tedricas de la for-

#a “eunnto mayor la X, mayor la Y (o menor la Y)”. Estas afir-
tacdonea quieren decir que la relacién entre X y Y es monoténi-
#8, pei 1o especifican en qué forma. Las medidas ordinales
sesulinil npropindas cuando se trata de proposiciones de esta na-
tiralpen, Serfn por supuesto preferible refinar nuestras teorias,
He o que se especificase si existe linealidad o alguna clase
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particular de no linearidad (por ejemplo, logaritinica), pero si la
medicién no ha superado el nivel ordinal, resultara imposible
distinguir empiricamente entre alternativas lineales o no lineales.
(Véase [22].)

La 1, de Spearman:~El principio que se halla en la base de la
medida de Spearfiarnés muy simple. Comparamos la ordenacién
de dos grupos de marcas tomando las di ias de los rangos,
cuadrandelas y luego adicionandolas, ) do finalimente dicha
medida de modo que su valor sea. pre.que los ordenes

“estén perfectamente de acuerdo, —1.
totalmente, y cero si.no se da relacién alguna. Si simbolizamos
1a diferencia entre dos lugares cualesquiera como D;, hallamos el

2

N
valor de ¥ D;? y calculamos r, por medio de la férmula:
=1

N
6 3 D2
4=1
o=l — (XVIIL10)
N(Nz—1)

Esta férmula para r, se obtiene tomando la férmula para una
correlacién momento-producto y aplicdndola a rangos v no a
puntuaciones brutas, pudiendo asi interpretar la medida de
Spearman como la correlacién momento-producto entre los ran-
gos de X y los de Y.

Ilustrémosla con algunos datos reunidos por el autor. Los
miembros de un campamento de trabajo fueron ordenados de
superior a inferior desde los puntos de vista de la popularidad,
medida por las amistades y de la participacién en las discusiones
de grupo. Para ambas variables el orden de clasificacién de uno
significa una marca elevada. Los 6rdenes empatados se calculan
atribuyendo a cada marca empatada la media aritmética de la
puntuacién que habria recibido si no hubiera empates. Los valo-
res de D; se calculan a continuacién, tal como se indica en el
cuadro XVIIL3. Si el nimero de empates es pequefio, como en
el presente caso, no necesitamos introducir modificacién en la
férmula de r,. Pero si el mimero de empates es considerable, en-
tonces puede calcularse un factor de correccidn (véase [19],
pp. 215-220). Obtenemos, pues:

_,_ 6(20750)

r, = =1—.305= 695
% 16(255)

Obsérvese que si las clasificaciones concuerdan perfectamente,

N
¥ D;? sera cero, y el valor de r, sera la unidad. Si bien la ins-
=]

si los 6rdenes discrepan
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‘wcci()n directa de la férmula no nos da inmediatamente los va-
ores de r, para la independencia y la asociacién perfectamente
negutiva, resulta que para la asociacién negativa perfecta el valor
thel negundo término sera de —2.0 y, por lo tanto, r, sera —1.0.

Cuanro XVIIL3. Cdleulo del coeficiente de Spearman de la
correlacion de rango

Orden de Orden de

TV,

Personas popularidad participacién b; bz
Aun 1 55 45 20.25
] 25 5.5 30 9.00
Jhn 25 1 —1.5 225
Ians 4 2 —2.0 4.00
Marcla 5 3 —2.0 4,00
Joan 6 95 35 12.25
Ruth 7 55 —1.5 225
Dol 8 135 5.5 30.25
Barbara 9 95 0.5 0.25
Cynthia 10 16 6.0 36.00
Itle 11.5 55 —6.0 36.00
(LT 11.5 115 0.0 0.00
Nancy 135 8 —5.5 30.25
Mast 135 15 1.5 225
Hiun 15 115 —3.5 12.25
Narah 16 135 —2.5 6.25

Totul 0.0 207.50

P In no asociacién, el segundo factor sera exactamente la
tiledaed.
RI N - 10, la distribucién de seleccién de r, es aproximadamen-

8 yunnnl, con una desviacién estandar de' 1 /N/N — 1. Por lo tanto,
#t ¢l ejeruplo que estamos examinando, ¢l error estandar sera de

i {\;/ I1%. Como prueba de la hipétesis nula de que no se da rela-
#i%n en ln poblacién, podemos calcular Z como sigue:

r,—0
1/~/N—-1

Z = = .695/15 == 2.69

Bitvidndonos de la tabla normal vemos que la relacién es signi-
Hrallva al nivel de .01,

b tnu dde Kendall. Al calcular la r, de Spearman nos servimos
#e lia ciadimdos de las diferencias en los rangos. La tau de
Eeiulnll, en cambio, que también varia entre —1.0 y 1.0, se basa
&n una operacion algo distinta. En efecto, calculamos primero
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una estadistica $ buscando todos los pares posibles de casos y
observando si las puntuaciones estdn o no en el mismo orden.
Asi, por ejemplo, supongamos que tenfamos las siguientes com-
binaciones de lugares:

o]

Q

A
B

-—
B [N

b
2
3

1
2
Como quiera que las marcas de A se han dado en orden ascen-
dente, podemos calcular S examinando las clasificaciones de B
una por una. Fijandonos en el primer valor de la hilera B (indi-
viduo a), vemos que la marca de B estd en el orden apropiado
para los pares (a,b) v (a,d). En otros términos: el individuo «
ocupa un lugar inferior a b y d en ambas variables A y B. Por
otra parte, la marca de B discrepa (con respecto a la marca de
A) para el par (a,c), ya que a ocupa un lugar inferior a ¢ en cuan-
to a A, pero inversamente en cuanto a B.

Sirvamonos de +1 cada vez que un par determinado se halla
ordenado igualmente para A y B (lo que se denomina par ‘“con-
cordante”) y de —1 cada vez que se halla ordenado al revés (lo
que se denomina par “discordante”). El valor de S se obtiene
sumando dichos +1 y —1 para todos los pares posibles. Por lo
tanto, S es igual al ntmero de pares concordantes C, menos el
namero de pares discordantes D. Por lo tanto, la contribucién
de los pares (a,b), (a,c) v (ad) es: +1 —1 L1 = (2—1)=1. Con
objeto. de tener en cuenta los demas pares, recorremos la tabla
de izquierda a derecha. Vemos asi que la contribucién de los pa-
res (b,c) y (b,d) es de —1 + 1, o sea cero. Finalmente, la contri-
bucioén del par (c,d) es de +1. Obsérvese que de hecho podemos
obtener el valor total de S disponiendo primero A en el orden
apropiado y examinando luego sucesivamente los lugares de la
hilera B, contando cada vez el nimero de lugares de la derecha
que estan en el orden apropiado y sustrayendo los que estén en
el orden contrario. De este modo, en este sencillo ejemplo ob-
tenemos:

S=C~-D=Q2-1)+({1—-1)+(1=0)=2

Si ahora dividimos S entre el valor maximo posible que podria
tener, esto es: (N— 1)+ (N—2)+ ... + 2+ 1= N(N — 1)/2, ob-
tenemos un coeficiente que puede variar de —1 a +1. Definimos
asi el coeficiente tau, (segtin Kendall [161), adecuado cuando no
hay empates, como sigue:2

2 Este coeficiente, derivado de los datos de la muestra, se denomina a
veces f, en tanto que tau se reserva para la contrapartida de la pobla-
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B S )
BT TUN(N—1)  BN(N—1)

(XVIIL11)

s obvlo que si hay discrepancia perfecta entre los dos sistemas
the nrdenacién (esto es, si B estuviera ordenado como 4, 3, 2, 1),
al vitlor de S sera —VAN(N — 1), v v serd —1.0. Y asimismo, si las
tlon variables no tienen relacién alguna entre si, las contribucio-
nen i & positivas y negativas se invalidaran, y v serad cero. _

Con objeto de ilustrar el caso de los 6rdenes empatados, sir-
vibnotios nuevamente del ejemplo del campamento de trabajo.
spongaimos a los individuos en orden horizontal y reempilace-
mos los nombres por letras. Nuestra disposicién se presenta en
érlit forma:

a«a b cdef g h i 3§ k I wm n o p

Al 2525456 7 8 9 10 115115 13513515 16
55551 2395551359516 55115 8 15 115135

Hemow de seguir la regla de que siempre que algt’m par compor-
e 10 empate, ya sea en la marca A o B, su contribucién a S sera
vero, Mirando primero todos los pares que pueden forr.nar_sfe,‘ con a,
vainon (ue los pares (a,b), (ag) v (ak) no c_o‘ntrlb.lnre‘m. con
nada 0 8, ya que las marcas de B para todos d}ChOS individuos
walin ligndas en 5.5. Por lo tanto, la contribucién de todos los
s pares sera:

(a) (”)d) ((l,(f) (a,f) (a:h) (a)i) (a:j) (a;l) ([l,m) (aln) (a:o) (a,p)
1 I -1 1 41 41 41 41 41 41 41 41 =9-3=6

A continuacién comparamos las marcas de b con cada una de
luw minreas a su derecha. Obsérvese, sin embargo, que b y ¢ estan
Hwlos con respecto a A. Como quiera, por lo tanto, que b y ¢
mtleran haberse dado lo mismo en el orden inverso, hemos de
st ol par (b,c). Y en forma andloga, los pares (5,8) v (b.,k)
#uinn ligndos en B y, por consiguiente, no hardn contribucion
algiini 0 8. [in esta forma, para los pares de b, obtenemos una
st Jde 902, 0 sea 7. Recorriendo la tabla de izquierda a dere-
vl ahtenemos finalmente:

Koo D93+ (9—-2)F13 -0+ (12~0)+(11-0)
b (6=3)+(8~0)+ (2—=5)+ (5—-2)+ (0—6)
[ (4—-0)+2-1)+ 2-0)+ (0—-2)+ (1-0)
60
Aan Sepudremon, sin embargo, el uso maéas convencional. La tau de Ken-

ihll no dehe confundirse con las tau, y tau, de Goodman y Kruskal,
laa gne son apropladas para datos nominales.
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Con objeto de corregir en relacién con los empates, hemos de
practicar. ahora un ajuste en el denominador de tau. Semejante
ajuste tiene el efecto de producir un aumento del valor numérico
de tau, si bien dicho aumento sera ligero, a menos que el nime-
ro de empates sea muy grande. La férmula de tau (la que Ken-
dall designé como T1,) puede generalizarse como sigue:

s
T = (XVIIL12)

VHBNN—=1)=T\/%N(N—-1)-U

en donde T = %3t,(t; — 1), siendo t; €l nimero de empates en
cada grupo de empates en A4,y U= v Su,(u; — 1), siendo u; el
ntimero de empates en cada grupo de empates en B. En el ejem-
plo anterior tenemos tres empates, de dos cada uno, en la varia-
ble A (popularidad). Por lo tanto:

T=1%[2(1)+2(1)+2(1)]=3
Y en forma analoga, hay tres empates, de dos cada uno, y una

marca con cuatro empates en la variable B (participacién). Por
consiguiente:

U=%[2(1)+2(1)+2(1)+4(3)]=9
De donde:

60 60 60
Ty = = =.526

/I8(15) — 31[8(15) — 9] v/ (117)(111) 1140

Prueba de significacién para tau. Kendall [16] ha demostrado
que para tamafios de muestras de 10 o mas, la distribucién de
muestreo de S bajo la hipétesis nula serd aproximadamente nor-
mal, con media de cero y variancia dada por:

62 =1/1sN(N — 1)(2N +5) (XVIIL13)

Hablando estrictamente, la férmula anterior es aplicable sélo
cuando no hay empates, pero puede ser usada cuando el namero
de éstos es relativamente pequefio. Si se da un gran ntmero de
empates, un factor de correccién bastante voluminoso habra
de ser aplicado.

Para probar la significancia de tau con los datos del campo de
trabajo, comenzamos por computar ¢;> como sigue:

62 =1/15(16)(15)(37) = 4933
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Obteniendo la raiz cuadrada tenemos:
0, = 22.21

valor que puede ser usado en el denominador de Z al probar la
hipétesis nula de que Ay B no estan relacionados. Asi

S—-0 60.0
Z = = =2.70
Oy 22.21

y vemos que un valor de tau de .526 es significativo al nivel de .01.

Medidas ordinales para datos agrupados: tau, gamma, dye ¥
«!,,» Una de las ventajas de tau respecto de r, es que aquélla pue-
de utilizarse facilmente cuando se da un numero grande de em-
putes. Pese a que el calculo de rutina que se acaba de describir
resultaria sumamente fastidioso en tales casos, podemos simpli- -
ficar mucho el procedimiento cuando ambas categorias se han
agrupado en categorias algo toscas. Asi, por ejemplo, puede
haberse colocado a personas en cinco clases sociales, considerdn-
dolas como empatadas con respecto a la posicién. Si la segunda
variable se ha categorizado en la misma forma, podemos servir-
nos de una férmula de tau modificada, aprovechando con ello la
lnformacién de que los datos han sido efectivamente ordenados,
y no simplemente puestos en categorias.

Podemos calcular S =C — D mediante un procedimiento que
wo describe mas abajo. Sirviéndonos de las férmulas que se aca-
ban de dar, encontraremos que el limite superior de tau, sélo
werd la unidad cuando el ndmero de hileras y de columnas sea €l
mismo. Con objeto de corregir para €l caso en que 1 7¢, forma-
mos la razén:

S
o N (m = 1)/m] (XVIIL.14)
donde m = Min (r,c) ‘

Aqui scguimos a Kendall en el empleo del simbolo t,, con objeto
oo distinguir la ecuacién (XVIIL.14) de las férmulas precedentes.
Veamos ahora cémo se calcula 1,.

{0 datos del cuadro XVIIL4 representan los Jugares asignados
4 217 estudiantes de introduccién a la sociologia en la Universi-
Jidd de Michigan. La variable B comporta el interés general del
snhudiante en cuanto a adoptar las formas “apropiadas” o “co-
vrectns” de comportamiento en los medios convencionales. En
fanto que la variable A comporta el deseo de formar parte de or-
ginlzanciones dnicamente con objeto de mejorar la posicién social.
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Toda vez que la medicién de ambas variables fue mé4s bien tosca,
se decidié dividir cada una de ellas en cuatro categorias: interés
alto, moderadamente alto, moderadamente bajo y bajo. De este
modo, si bien cada variable comporta una escala ordinal con un

Cuapro XVI11.4. Datos comparados para el cdlculo de la tau de
Kendall a partir de datos agrupados

Interés en la conducta adecuada (B)

Grado del deseo de formar Modera- Modera- Total

parte de organizaciones (A) Alto damente damente  Bajo
alto bajo

Alto 18 19 12 8 57

Moderadamente alto 16 16 12 10 54

Moderadamente bajo 11 14 18 16 59

Bajo 5 5 15 22 47

Total 50 54 57 56 217

gran namero de empates, los resultados pueden con todo reunir-
se en forma de una tabla de contingencia.

Al calcular S serd conveniente obtener separadamente C y D,
ya que dichas cantidades seran utilizadas también para otras
mediciones discutidas en esta seccién. Observamos en primer
término que las marcas de A se han ordenado nuevamente de
altas a bajas, con la diferencia de que ahora tenemos 57 indivi-
duos “empatados” en cuanto a las marcas altas, 54 en cuanto a
las moderadamente altas, 59 en cuanto a las moderadamente ba-
jas y 47 en cuanto a las bajas. Considerando primero a los de
marcas altas en cuanto a 4, vemos que 18 las tienen también altas
en B; 19 moderadamente altas, etcétera. Para obtener las contri-
buciones a C y D (y por lo tanto a S) observamos que, como
quiera que todos los individuos de la categoria alta de A estan
empatados, ninguno de estos pares contribuird a C o D. Y en for-
ma andloga, ninguno de los pares de la misma columna contri-
buira a C o D, debido al hecho de que todos ellos estin empatados
con respecto a B. Si nos fijamos en una casilla determinada cual-
quiera, todas las marcas que se hallan por debajo y a la derecha
de la misma contribuiran al nimero de pares C concordantes, en
tanto que todas las que se encuentran por debajo y a la izquierda
contribuiran a D. Asi, por ejemplo, cada uno de los 18 individuos
de la casilla producira pares concordantes con cada una de las
marcas

164+14+5-+124+ 18415410+ 16 + 22

que quedan por debajo y a la derecha de dicha casilla. En total,
pues, la contribucién de la casilla en cuestién a C sera de:
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18(16 +144+54+124+ 18+ 15+ 10+ 164 22) = 18(128)

A continuacién nos fijamos en los 16 casos inmediatamente de-
bajo del angulo izquierdo superior. Cada uno de estos indivi-
duos tiene también marcas altas de B. Con objeto de contar los
pares de contribuciones a C, volvemos a adicionar las cantidades
que figuran debajo y a la derecha. Multiplicando luego por el
numero de casos tenemos:

16(14 + 5+ 18 + 15 4 16 4 22) = 16(90)

Al pasar a las columnas segunda y siguientes, empezamos a
cncontrar contribuciones a € y D, ya que las columnas de la iz-
quierda tienen marcas superiores de B. Asi, para la primera casi-
lla de la segunda columna obtenemos como contribucién a C:

19(12 18 + 15+ 10 4+ 16 4+ 22) = 19(93)

y como contribucién a D la cantidad 19(16 + 114 5) =19(32).
Recorriendo la tabla hacia abajo y hacia la derecha en forma se-
mejante, podemos obtener S hasta cierto punto con facilidad,
como sigue:

C =18(128) + 16(90) + 11(42) 4 19(93) + 16(71) 4+ 14(37)
+12(48) 4+ 12(38) + 18(22)

= 9055
D =19(32) 4 16(16) + 14(5) +12(67) + 12(35) + 18(10)
+ 8(112) + 10(68) + 16(25)

= 4314

Par tanto: S = 9055 — 4314 = 4741
Asi pues:

3 4741

Ty == = .268
- Y(217)2[(4—1)/4]

Obsdrvese que el denominador de t, depende sélo del ntumero
de hileras y columnas, y no de las distribuciones marginales, las
fque por supuesto determinan el ntmero de empates. Esto
biwe que 1, sea dificil de interpretar, v, en este sentido, menos
nutisfactoria que 1,2 Hay también otras varias medidas que di-

¥ Prede demostrarse que en el caso k X k, en el que todos los totales mar-
huples son exactamente N/k, v» vV t. serdn iguales. De otra forma, en el
vinn b < k, g, sera generalmente menor que T, en valor numérico, aun cuan-
de priedn ser mayor que T, en el caso r X ¢.
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fieren en relacién con el manejo de los empates en el denomina-
dor. La mas conocida de dichas medidas es gamma (vy), la que
excluye por completo los empates en el denominador, y puede
ademas ser aplicada a datos no agrupados. La férmula para
gamma es la siguiente:

cC—-D

Y=C¢c¥D

En el ejemplo que estamos considerando obtenemos:

9055 — 4314

Y= 0055 + 4314

Se indicé en el capitulo xv que la Q de Yule, igual a (ad — bc)/
(ad + bc) es un caso especial de gamma. Podemos por ello espe-
rar que gamma se conduzca esencialmente igual en los casos en
que las distribuciones marginales son muy desiguales, debiendo
observarse las mismas precauciones que se aplicaron a Q. Como
tanto gamma como 1, ¥ T; tienen todas los mismos numeradores
y puesto que el denominador de gamma excluye todos los empa-
tes, puede verse facilmente que |y | > |1 | > |1, |. En general,
hasta el grado en que los totales marginales para A y B son muy
diferentes, gamma puede exceder a 1, por una cantidad aprecia-
ble. Por ejemplo, en el caso del siguiente cuadro hipotético:

B
A Alta Media Baja Total
Alta 100 80 0 180
Media 0 20 80 100
Baja 0 0 20 20
Total 100 100 100 300

observamos que no hay pares discordantes, de modo que y=1.0.
Sin embargo, 1, = .77 y 1, = .68. El que uno desee o no referirse
a la anterior asociacién considerandola “perfecta”, dependera de
los supuestos en relacién con la causa de que las distribuciones
marginales no sean idénticas.

Ademadas de las taus y gamma, tenemos dos medidas asimétri-
cas, dy, y d,,, ideadas por Sommers [20] y definidas como sigue:

_ C-D
W C+DAT,
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L __C€-D
y “ T CYD+T,

cn donde T, es el nimero de pares que estdn empatados en X
pero no en Y, y T, es €l nimero de pares empatados en Y pero-
no en X. Si hacemos que T,, se refiera al nimero de pares em-
patados tanto en X como en Y, y volviendo a la ecuaciéon (XVIII.
12) para t;, veremos que I' =T, + T,,, y U=T,+T,, y por tanto,
ya que el namero total de pares UN(N—1)=C+D+T,+T,+
T,y tendremos C4D 4+ Ty=YN(N—1) —(T,+T,,) = ViN(N —
1) —T. De manera andloga, €l denominador de d,, es C+ D+ T,
“:WBWN(N —1) — U. Asf, el producto d,,4d,, = 1,2. En este sentido
pucde pensarse en las medidas asimétricas como andlogos decli-
ves. Sin embargo, como su asimetria es funcién del ntimero de
e¢mpates, los que habitualmente dependen de los procedimientos
de clasificacién, la analogia con los declives b,, y b,, s, en el
mcjor de los casos, muy tenue.

Costner [5] ha sefialado que puede darse a gamma una inter-
pretacidén de reduccién proporcional en el error semejante a la
dada a las 1, o A; de Goodman y Kruskal. Supongamos que de-
scamos predecir el orden de un par de casos con respecto a B.
Si prescindimos de empates, nuestra probabilidad de incurrir en
vrror, no conociendo nada mds, seria de .5. Pero si conocemos
¢l orden con respecto a 4, resulta que el valor absoluto de gamma
ox igual al nimero de errores esperados conociendo 4, menos el
mimero esperado no conociendo 4, dividido entre el niimero espe-
rudo no conociendo A.

Tenemos asi disponible un niimero de medidas ordinales que
dificren sélo en relacién con el tratamiento de los empates en el
denominador. Por desgracia, no tenemos de ordinario reglas cla-
rus e decisién para elegir entre dichas medidas, ya que las ra-
rones para los empates permanecen frecuentemente en la oscuri-
thd, Wilson [23] ha demostrado que la propiedad de gamma, de
reduccion proporcional en el error, desaparece si se admite que
lim ¢rrores pueden cometerse cuando se predice un orden con
reapecto a B osi, en realidad, el par estd empatado con respecto
n B4 Parece como si este problema del manejo de los empates
nn tuviera solucién sencilla. Tal vez la mejor regla empirica con-
slatin ¢n hacer uso de tantas categorias de cada variable como
a0 wible, reduciendo asi el niimero de empates, a la vez que
L diferencias entre las distintas medidas.

4+ Wilson [23]1 hace observar que tales empates no estan excluidos del
atdlinis de los modelos de regresién. Asi, si dos casos se encuentran suma-
mente proximos en relaciéon con sus puntuaciones de X, predeciriamos que

ats puninaciones de Y también lo estarian. En este sentido, si hay un par
einpatinlo con respecto a X, podemos esperar que lo esté también con res-
pecto n Y, v cometeriamos un error si asi no fuera. ¢Cuédl es la importan-
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Kruskal [17] ha demostrado que la medida de la r, de Spear-
man puede ser interpretada en funcion de trios de observaciones
en lugar de pares, preguntdndose cudl es la probabilidad de que,
por lo menos, una de las tres observaciones sea concordante con
las otras dos a la vez. Tal interpretacién tiene una mucho me-
nor atraccion intuitiva que las interpretaciones mediante pares,
aparte del hecho de que son mayores nuestros conocimientos
acerca de los errores de muestreo de tau y gamma. Por estas
razones prefiere Kruskal la tau a la r,. Sin embargo, si la distri-
bucién basica de las dos variables es realmente bivariada normal,
el valor absoluto de r, serd mayor que el de tau, y su comporta-
miento puede resultar mucho mas semejante al de la correlacién
momento-producto. Trabajos previos no publicados muestran
que el comportamiento de las r, parciales (después de corregidos
los empates) es muy singular al de las correlaciones parciales
cuando las relaciones verdaderas son normales multivariadas (véa-
se la definicién en €l préximo capitulo), por lo que sigue sin acla-
rarse cudl de las medidas es preferible. Ante tal situacién, el
investigador debera aplicar varias medidas diferentes para com-
probar si se comportan de manera semejante al aplicarse a los
datos que se examinan,

Finalmente, debemos tomar nota de un argumento de Wilson
[22], quien afirma que ninguna medida ordinal que implique la
idea de pares (o trios) puede tener propiedades plenamente de-
seables. El punto basico de Wilson estd en que el razonamiento
tedrico se funda normalmente en leyes que son apropiadas para
un caso duico, como cuando especificamos por ejemplo que el
cambio de una unidad en X debe producir en Y el cambio de b,
unidades. Con base en tales teorias, no tiene sentido pensar en
funcién de pares ordenados, los que por necesidad nos fuerzan
a realizar comparaciones a través de los casos. Si, por ejemplo,
la propia teoria especifica que un cambio en el porcentaje de
negros producird un cambio en los niveles de discriminacidn,
uno se estd refiriendo tal vez a una “ley” que opera en el interior
de una simple localidad (u oiras unidades de observacién). No
se aplica directamente a comparaciones a través de pares de ob-
servaciones. Por supuesto que, en tanto uno defina su tarea como
una simple generalizacién de poblaciones fijas, no se planteari
este tipo de dificultad conceptual. El lector deberd consultar a
Wilson si desea un andlisis mas completo. Est4 bien claro que el

cia de este “error” al predecir incorrectamente los empates, comparada con
la del error de hacer predicciones equivocadas en los casos no empatados?
Como puede verse, toda esta cuestién de la exclusién de empates, procedi-
miento que tiende a favorecer a gamma en relacién con las demas medi-
das, no resulta cosa sencilla. Por ello, cuanto mayor sea el niimero de em-
pates debidos a la crudeza de la medicién, tanto mas ambigua serd la

eleccién entre las medidas y mayor la sensibilidad de los resultados de
tal eleccién.
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cmpleo de medidas ordinales trae consigo cierto ntimero de difi-
cultades que hasta el momento no han sido resueltas adecuada-
mente.

EJERCICIOS

1. En los ejercicios 1 y 2 del capitulo xvi1 se calcularon tres coeficien-
tes de correlacién.

@) Para cada uno de dichos coeficientes, empléese el andlisis de va-
riancia para verificar la hipétesis nula de que o =0. Respuesta,
F=67: F=1709; F=96.

b) Coléquense intervalos de confianza del 99.9 por ciento con res-
pecto a las tres 7.

¢) Verifiquese la relacién entre la integracién moral y la heteroge-
neidad en el caso de no linealidad.

d) Conviértanse los mismos datos en 6rdenes y obténganse la tau
de Kendall y la r, de Spearman para las tres correlaciones.

¢} Verifiquese cada uno de estos coeficientes de rango ordenados
en cuanto a significacién.

2. En el ejercicio 3 del capitulo xviI se agruparon los indices de
integracién moral y de heterogeneidad. Calctilense para estos datos
agrupados la tau, y la gamma de Kendall y compérese el resultado
con el que se acaba de obtener antes en el ejercicio 14 de esta seccién.
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XIX. CORRELACION MULTIPLE Y PARCIAL

EN 10s dos tltimos capitulos nos hemos ocupado de la relacién
entre dos escalas de intervalo, entre una variable dependiente
y una sola variable independiente. Los analisis de correlacién y
regresién pueden extenderse facilmente para comprender cual-
quier nimero de escalas de intervalo, una de las cuales puede
tomarse como dependiente, y las demds como independientes. El
problema se puede concebir como un problema de prediccién en
€l que tratamos de predecir una variable dependiente Y a partir
de las variables X;, X,, ..., X;. Habremos de servirnos de nue-
vo de un modelo muy sencillo, que sera directamente analogo a
la regresién lineal, excepto en cuanto al hecho de que habra mas
de dos dimensiones.

El concepto de correlacion se generalizara en dos formas. Em-
plearemos el término de correlacion parcial para designar la co-
rrelacién entre dos variables cualesquiera cuando los efectos de
otras variables se han controlado. El de correlacion multiple,
en cambio, servird para indicar qué tanto de la variacién total de
la variable dependiente puede explicarse por todas las variables
independientes actuando conjuntamente. Veremos que los mate-
riales examinados en el presente capitulo comportan en su mayor
parte extemsiones directas de razonamientos presentados ante-
riormente. Una vez que hayamos ampliado las nociones de corre-
lacién y regresién, estaremos en condiciones, en el capitulo si-
guiente, de emprender el andlisis de covariancia, que comporta
una combinacién de las técnicas de regresién con el andlisis de
la variancia.

X1X.1. Regresion muiltiple y minimos cuadrados

En la regresi6én multiple tratamos de predecir una sola variable
dependiente a partir de cualquier ntimero de variables indepen-
dientes. Si se da un gran nimero de variables de escala de inter-
valo que deban relacionarse entre si, serd posible, por supuesto,
predecir cualquier variable particular a partir de cualquier
combinacién de las demds. Por lo regular resultarid claro del
contexto cudles variables han de considerarse como indepen-
dientes y cuéles como dependientes.! Asi, por ejemplo, puede que-
rer predecirse el éxito en la universidad a partir de una serie de
marcas de aptitud y del éxito en la escuela secundaria. O puede
resultar posible predecir la tasa de crecimiento de una ciudad

! Cuando se crea que existe una causacién reciproca, o retroalimentacién,

de la variable “dependiente” hacia alguna de las demds, deberdn emplearse
ecuaciones simultdneas en lugar de minimos cuadrados. Véanse [4] y [121.
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